
Prontuario per l’esame di Calcolo Numerico (E.Bertolazzi)
• x x

f x

f xn n
n

n
+ = −1

( )©( ) , x
f x x f x x

f x f xn
n n n n

n n
+

− −

−

= −
−1 1 1

1
( ) ( )( ) ( )

•
  
f x P x

f

n
x x x x x x

n

n( ) ( ) ( )( )! ( )( ) ( )( )
− =

+
− − −

+1
0 11ζ

L                
  

P x y L x y L x y L x

L x
x x x x x x x x

x x x x x x x x

n n

k
k k n

k k k k k k n

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

= + + +

= − − − −
− − − −










− +

− +

0 0 1 1
0 1 1

0 1 1

L

L L

L L•   P x f x f x x x x f x x x x x x x x x xn n( ) ( ) [ , ]( ) [ , , , , ]( )( ) ( )= + − + + − − − −0 0 1 0 0 1 2 0 1 1L K L

f x f xi i[ ] ( ),=      f x x
f x f x

x xi i
i i

i i

[ , ] [ ] [ ] ,+
+

+

= −
−1 1

1
      f x x x

f x x x f x x x

x xi i i k
i i i k i i i k

i i k

[ , ,..., ] [ , ,..., ] [ , ,..., ] ,+ + +
+ + + + + +

+ +

= −
−1 1 1 1 2 1

1

• f x dx
h

f a f b f x
b a

n
f

a

b

i
i

n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ©©( )∫ ∑= + +







 − −

=

−

2 2 121
1 3

2 ζ

•
  

f x dx
h

f x f x f x f x f x f x
b a

n
f

a

b

n n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ = + + + + + +[ ] − −
−3 4 2 4 4 1800 1 2 3 1

5
4 4L ζ

• f x dx
b a

w f
a b

x
b a

a

b

i i
i

n( )∫ ∑≈ − + + −





=2 2 21
         n x wk k

2 0 57735
0 57735

1
1

−
+

.

.           
n x wk k

3
0 77460

0
0 77460

0 55555555
0 88888888
0 55555555

−

+

.

.
.
.
.• f x h f x

h
f x

h
f

( ) ( ) ( ) ( )+ − = ′ + ′′2 ζ   f x h f x h

h
f x

h
f

( ) ( ) ( ) ( )+ − − = ′ + ′′′2 6
2

ζ

f x h f x f x h

h
f x

h
f

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+ − + − = ′′ +2 122
2 4 ζ

• y y a

y h f x y

y y
h

f x y f x

k k k k

k k k k k k

0
1
1 1 12

=
= +

= + +[ ]










+

+ + +

( )
( , )
( , ) ( , )

η

η

y y a

y y
h

f x y

y y h f x y
k k k k

k k k k

0
1 2
1 1 2 1 2

2
=

= +
= +









+

+ + +

( )
( , )

( , )/
/ /

y y a

y y h f x yk k k k

0
1
=

= +


 +

( )
( , )

•
0

1 2 1 2
1 2 0 1 2
1 0 0 1

1 6 1 3 1 3 1 6   

y y a

K h f x h y K s n

y y K K K

s k s k s j j
j

s

k k n n

0

1
1

1 1 1 2 2

1 2
=

= + +






=

= + + + +










=

−

+

∑
( )

, , ,...,,α β

ω ω ωL

•   , ( , )
  ( )            ( ) , , , ,...    (  )

y a y h b f f f x y

a a j b j s nota j

n j n j
j k

j n j
j k

i i i

j
j k

j
s

j k
j

s

j k

+ +
=−

+
=−

=− =−

−

=−

= + =

= + = = =

∑ ∑

∑ ∑ ∑

1
0 1

0 0 10 01 1 2 1 1 2 3 1 
• y y a y y b

y y y

h
p

y y

h
q y r k n

n

k k k
k

k k
k k k

0
1 12 1 12 2 1 2 1
= =

− + + − + = = −





+ − + −

( ),      ( )
, ,...,



• y y a

y y b
y y y

h
p

y y

h
p

y y

h
q y r k n

n

k k k
k

k k
k

k k
k k k

0

1 12 1 12 1 2 1
=
=

− + + − + − + = = −










+ − + + − −

( )
( )

, ,...,• P x b Q xk k+ = −1

• Dx b (L U) xk k
i
k

i
k

ii
k i j j

k

j

n

x x
A

b A x+ +

=

= − + = + −








∑1 1

1
1,      ,,

• ( ) ,     ,, ,D L x b U x+ = − = − −








+ + +

= +=

−

∑∑k k
i
k

ii
i i j j

k
i j j

k

j i

n

j

i

x
A

b A x A x1 1 1
11

11

• D L x b D U x
ω

ω
ω

ω+



 = − − +



 = + − −









+ + +

==

−

∑∑k k
i
k

i
k

ii
i i j j

k
i j j

k

j i

n

j

i

x x
A

b A x A x1 1 1
1
11 ,      ,, ,

• α
α
α

=
= +
= −









+

+

( ) ( )r r r Ar
x x r
r r Ar

n T n n T n

n n n

n n n

1
1

α
α
α

β β
β

= ( ) ( )
= +
= −

= ( ) ( ) = −( ) ( )
= +














+

+

+ + +

+ +

r r p Ap
x x p
r r Ap

r r r r r Ap p Ap
p r p

k T k k T k

k k k

k k k

k T k k T k k T k k T k

k k k

1
1

1 1 1
1 1

oppure

• w Au
u w w

u Au u u u w u u

k k

k k k

k T k k T k k T k k T k

+

+ + +

+

=

=

≈ ( ) ( ) = ( ) ( )










1
1 1 1

1λmax

w A u
u w w

u A u u u u w u u

k k

k k k

k T k k T k k T k k T k

+ −

+ + +

− +

=

=

≈ ( ) ( ) = ( ) ( )










1 1
1 1 1

1 1λmin

• n x

x x

a

b

y

x y

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i i
i

n

+































=

















=

= =

=

=

∑

∑ ∑

∑

∑

1
0

0
2

0

0

0

n x x

x x x

x x x

a

b

c

y

x y

x y

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i i
i

n

i i
i

+




































=
= =

= = =

= = =

=

=

=

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

∑

1
0

2
0

0
2

0
3

0
2

0
3

0
4

0

0

0
2

0
nn

∑





















• h x xk k k− −= −1 2 1/ ,

S x y
y y

h
h

M M
x x

M
x x

M M

h
x xk k

k k

k
k

k k
k

k
k

k k

k
k( ) ( ) ( ) ( )

/ / /
= + − − +





− + − + − −−
−

−
−

−
−

− −

−
−1 1

1 2 1 2 1 1 1 2 1
1 2 1 326 2 6

h

h h
M M

h

h h
M

h h

y y

h

y y

h
k

k k
k k

k

k k
k

k k

k k

k

k k

k

−

− +
−

+

− +
+

− +

+

+

−

−+
+ +

+
=

+
− − −





1 2
1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2
1

1 2
1

1 2
2 6/

/ /
/

/ / / / / /


