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La trasformata Z
Definizione

o La trasformata Z si applica a segnali discreti causali.

@ Un segnale discreto si denota con varie notazioni:
fnim=0,1,2,...
fln] :m=0,1,2,...
f(n) :n=0,1,2,...

o La trasformata é definita come:
Z{fa} ( Z fz™
@ Una notazione pil leggera della Z-trasformata é la seguente:
2{fa} (2) = f(2) |
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La trasformata Z
La trasformata Z

o Utilita: é usata nell’analisi dei segnali digitali; trasforma
Equazioni alle differenze = Equazioni algebriche

@ Analogia con il logaritmo:
a — loga
a-b—loga—+logb

cioé il logaritmo trasforma i prodotti in somme che sono pid
facili da maneggiare.
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La trasformata Z
Linearita della Z-trasformata

Siano f, e g, due segnali discreti ed o e 8 due scalari

(e 9]

> (afa+ Bgn)z "

n=0

oo [o@)
=« Z faz "+ B Z gnz "
n=0 n=0

= aZ{fa} () + BZ{gn} (2)

Z {afn + ﬁgn} (Z)

5
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Trasformazioni di segnali elementari Impulso unitario

Impulso unitario

@ L'impulso unitario é definito come segue

1 sen=0,
Op =
1 sen >0,

@ La sua trasformata si calcola immediatamente

Z{0n}(2) = Z oz "
n=0

=1

5
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Trasformazioni di segnali elementari Heaviside discreta o gradino

Heaviside discreta o gradino

@ Il gradino unitario é definito come segue

1= {1},

@ La sua trasformata si calcola immediatamente

2{0n}(2) = ) 12"
n=0

o0
= E z_n
n=0

1 z

1—2"1 2-1

5
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Trasformazioni di segnali elementari Esponenziale

Esponenziale

@ Trasformata del segnale esponenziale a”

Z{a"} (z) = Zoanz_” = z;) (%)n
1 z

@ Trasformata del prodotto per I'esponenziale a™

e = S =5 ()
n=0 n—0

=24} (5)

a

5
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Trasformazioni di segnali elementari

Shift (Anticipo temporale)

Segnale originale anticipo di 3

4 4
3 - E 3L 4
2+ - 2 - 4
Clll |
o I | . |
AL | I | ]
2 - E 2 b i
3= E 3 i
4 ! ! ! ! ! ! ! 4 I I I I I I I

4 2 0 2 4 6 8§ 10 12 14 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14
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Trasformazioni di segnali elementari

Shift (Anticipo temporale)

Trasformata del segnale traslato f,,+r con k& > 0 intero

Z {fn-‘rk} (Z) = Z fn-i—kz_n
n=0
Y fr 01
0o k—1
— Zkanzfn _ Zkaann
n=0 n=0

= (Z{fn an )
B
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Trasformazioni di segnali elementari

Shift (Ritardo temporale)

Segnale originale ritardo di 3

4 4
3 - E 3L 4
2+ - 2 - 4
Cwlll ol
of I | : 11 |
AL | I L]
2 - E 2 b i
3= E 3 i
4 ! ! ! ! ! ! I 4 I I I I I I I

4 2 0 2 4 6 8§ 10 12 14 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14
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Trasformazioni di segnali elementari

Shift (Ritardo temporale)

Trasformata del segnale traslato f,_r con k& > 0 intero

Z {fnfk} (Z) - Z fnszin
n=0
=z" i fropz™ (070
n=0

_ z—k ifnz_n
n=0
= 22 {fa} ()

5
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Trasformazioni di segnali elementari Il segnale ny, e il coefficiente binomiale

Il segnale ny )

o Il segnale ny é definito come segue:
ng=nn—-1)(n—-2)---(n—k+1)

o Casi particolari:
@ Ng = 1;
@ N =n.
@ Osservando che
dk n n—k
prowa =nn—1)(n—-2)--(n—k+ 1w
Possiamo scrivere

00 Lk 0o

ZA{nk} (1/w) = anw” = wkd—k Zw”

dw

n=0 n=0 &
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Trasformazioni di segnali elementari Il segnale ny, e il coefficiente binomiale

Il segnale ny (2/2)

La trasformata vale:
dv 1
_ ok
p (D)F k!
(1 _ w)k+1
wk k!

C(w— 1)k
e sostituendo z = 1/w otteniamo

2{ne} (2) = gy

5
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Trasformazioni di segnali elementari

Il segnale ny, e il coefficiente binomiale

Il segnale coefficiente binomiale

o Il segnale é definito come segue:

(1) = 6

@ Casi particolari:
o (=1
°o (1) =n.

@ Osservando che

Possiamo scrivere

5
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Trasformazioni di segnali elementari convoluzione di due segnali

Z-trasformata della convoluzione )

@ La convoluzione di due segnali f, e g, é definita come segue

(f*g)n = kagn—k
k=0

@ Per la trasformata della convoluzione
(f*9)(z) = Z{(f x9)n} (2) vale la seguente notevole
proprieta:

(f*9)(z) = [(2)3(2)

5
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Trasformazioni di segnali elementari convoluzione di due segnali

Z-trasformata della convoluzione (2/2)

La trasformata vale

Z{(f *g)n :Zkagn Kz "

n=0 k=0

= i i Ly i fogn-kz "7H27F
n=0 k=0

= isz_k <i Ly kgnkz " k)>
k=0 n=0

=> fiz " <Z gnz ")
k=0 n=0
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Trasformazioni di segnali elementari | segnali cos wn e sinwn

Il segnali coswn

Usando l'uguaglianza 2cosa = €** 4+ e dove 7 é 'unitad
immaginaria nel campo complesso, possiamo calcolare:

o oo
1 , .
Z{coswn} (z) = Z coswn z " = 5 Z(elwn + e—zwn)z—n

o0

= % Z(eiwzfl)n + % Z(efiwzfl)n

n=0 n=0
1 1 1 1

21 —ewy=1 T 2] — gmiwy—1

zz—€eY+z—e W

2 (z — ew)(z — e7w)

2’2 — ZCOSw

222—22C05w+1 &
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Trasformazioni di segnali elementari | segnali cos wn e sinwn

Il segnali sinwn

Usando l'uguaglianza 2isina = e’ — e ** dove ¢ é I'unita
immaginaria nel campo complesso, possiamo calcolare:

0o ;&
Z {sin wn} (Z) — Z sinwnz"" = Z (eiwn o efiwn)zfn
n=0 n=0

1 &, 1
— o7 Z(ezwzfl)n B 5 Z(efzwzfl)n
n=0 n=0
1 1 1 1

211 —ewz—l 241 —eiwy—l
z z—eW — z 4 e
2i(z — ew)(z — eWw)

—zsinw
22 _2zcosw+1 &
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Tabella delle trasformate
Tabella delle trasformate

Segnale | Z-Trasformata Segnale | Z-Trasformata

O, 1 Stk 2" (f(z) - Z;:ol fjfj)
L, | 5 faok | 275 (2)
() | =i (f*9)n | F(2)3(2)

afa | f(z/a) a” sinwn —zasine

22 — 2zacosw + a?
2?2 — zacosw

22 — 2zacosw + a?

nff, | (= zi)kf(z) a™ coswn

St otk | Z11(2)

Attenzione, le funzioni a sinistra delle trasformate devono intendersi
uguali a 0 per t <0, cioé f,, — f(s)inrealtd é1,f, — f(s). &
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Esempio: successione di Fibonacci

Esempio: successione di Fibonacci

@ La successione é definita ricorsivamente da
Foyo = Fup + Fy, Fo=F=1

Attenzione, se non si vogliono perdere le condizioni iniziali
usare sempre lo shift in avanti

@ Applicando la Z-trasformata e la regola dello shift
2PF(2) — Foz? — Fiz = 2F(2) — Foz + F(z)
@ Risolvendo rispetto alla trasformata

~ Fyz2 + (Fy — F
F(z) = 02° + (F1 0)z

@ ponendo le condizioni iniziali: Fp = F1 =1

22 —z—1

2
P B

F(z) =
z



Esempio: successione di Fibonacci

Esempio: successione di Fibonacci

o dalla decomposizione

2 —z—1=(2—2)(z - 2?), A= 2=y
@ Dalla espansione in fratti semplici
F(z) B z A B
z 22—2—-1 22—z z—2

dove A = (5++/5)/10 e B = (5 —1/5)/10, si ottiene

5
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Esempio: successione di Fibonacci

Esempio: successione di Fibonacci

@ Usando la trasformazione Z {a"} (z) = z/(z — a) otteniamo
F, = Az + Bz

@ sostituendo

1++5 1-5 5++/5 5—+/5

21 = ) 22 = ) A=

2 2 10 10
si ottiene
b 5+VE(14VE)" 5-VE(1-6
" 10 2 10 2
B 1 <1+\/§>n+1 1 (1_\/»>n+1
~ 5 2 5 2
B
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Altre proprieta notevoli
Teorema del valore iniziale e finale

Teorema (Teorema del valore finale)

Se un segnale f, raggiunge un limite costante, cioé
lim fn = foo
n—oo

allora vale

. z
z—1z—1

5
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Antitrasformata Z
Forma standard della Z-trasformata

@ In molte applicazioni la Z-trasformata si pué normalmente
scrivere nella forma:
G(z)  P(2)  bo+biz+bo2®+ -+ byz™
z Q) (z—p)™(z—p2)"2--- (2= pn)™
dove p; # pj se i # j.
@ Possiamo sempre assumere che 0P(z) < 0Q(z).

@ Come nel caso sella trasformata di Laplace possiamo
decomporre la trasformata in fratti semplici:

%3

j=1 k=1

mg
Z—pj

5
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Antitrasformata Z
Formula esplicita della soluzione

Avendo scritto G(z) come somma di fratti semplici come segue

formalmente l'inversa diventa consultando la tabella delle
trasformate:

n mj;
Ge= Y3 o, S )t
j=11i=1

Il problema di questa espressione € che se p; € un numero
complesso il termine corrispondente é una funzione a valori
complessi della quale non abbiamo definito la Z-trasformata.

B
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Antitrasformata Z

Caso generale con radici complesse semplici

Per ovviare al problema dei numeri complessi basta raccogliere le
radici a due due in modo da avere a che fare solo con funzioni
razionali semplici a coefficienti reali.

@ Nel caso di radici complesse essendo il polinomio a coefficienti
reali saranno a due accoppiate con la loro complessa
coniugata.

@ In tal caso per evitare coefficienti complessi nella espansione
in fratti semplici si possono raccogliere le frazioni
corrispondenti alle radici complesse coniugate

@ Per semplificare I'esposizione consideriamo il caso di due sole
radici complesse coniugate

G(z) aq ap

= + —
z z—p zZz—D

5
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Antitrasformata Z

Caso generale con radici complesse semplici (2/2)

@ Per prima osserviamo che a; = an:

az = lim(z —p)G(z) = lim(z — p)G(Z) = lim(z — p)G(z) = a1
Z2—Dp zZ—p zZ—Dp
@ Quindi ponendo o = a1, G(2)/z si riscrive come
G(2) o a  ofz—p)+a(z—p)

: i-p -7 (G-pE-D

z2(a+a@) —pa—pa  2zRE(a) — RE(pa)

22— 2(p+p)+pp 22 — 22 RE(p) + |p\2

@ cioé G(z) si pud riscrivere come

Az?2 + Bz

G(z) =
&)= 2 ke () + p

dove A e B sono due coefficienti reali da determinati da « e p. &
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Antitrasformata Z

Caso generale con radici complesse multiple

@ Nel caso di radici complesse essendo il polinomio a coefficienti
reali saranno a due accoppiate con la loro complessa
coniugata.

@ Per semplificare I'esposizione consideriamo il caso di due sole
radici complesse coniugate di molteplicitd m

- :i ==

z — D)’

5
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Antitrasformata Z

Caso generale con radici complesse multiple

@ Per prima osserviamo che o; = ;:

| _=\m -1
Qm—i l@ﬁ o (z—Dp)"G(2)z
— lim = (2~ p)nG(z)z
im & (- )z

7

— lim —(2 — )™ = By
Z[T;Ddzl(z p)" =0

@ Quindi G(z)/z si riscrive come

SR [ ide]

Z|G—p) " op)

5
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Antitrasformata Z

Caso generale con radici complesse multiple

@ Osserviamo ora che

k
e~ (W

@ Quindi G(z) si riscrive come

dzF 2z —p

i (67 (673
G(z)‘gz[(zw*(zw}

% z 1 d-t Qy Q;
222 1 + -

P dzi-1 |2—p 2-D

- Zldll{l[aiz azz]}
:ZZ i—1 > + B

— dz z|lz—p z—D
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Antitrasformata Z

Caso generale con radici complesse multiple

@ Come nel caso della radice complessa coniugata “singola”
possiamo scrivere

m dz 1 1 ’
=3 e (2e)

dove
A,’Zz + B;z
22 =2z RE (p;) + |Pz'\2

Fll(z) =

dove A; e B; sono due coefficienti reali da determinati da «; e
Pi.

5
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Antitrasformata Z

Caso generale con radici complesse multiple

e Sia f, I'antitrasformata di f(z) allora vale

z(—l)k(f; Cf(z)) =2 {fn—k <Z> } (2)

@ usando tale formula I'antitrasformata diventa

Ry n
Gn - Z Fn—i+1 <Z - 1>

i=1

dove FI sono le antitrasformate delle FU(z)

5
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