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La trasformata di Laplace

La trasformata di Laplace

@ Definizione

f—=F=L{f}
oo
F(s) = / (et dt

0

e Utilita: trasforma
Equazioni differenziali = Equazioni algebriche
@ Analogia con il logaritmo:
a — loga

a-b— loga-+logb

cioé il logaritmo trasforma i prodotti in somme che sono pit
facili da maneggiare. §‘
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La trasformata di Laplace

Uso della trasformata di Laplace per risolvere ODE

Equazione . Equazione
Differenziale ’ Trasformata di Laplace » algebrica
Tecniche Analitiche Tecniche Algebriche
(variazione delle costanti, ...) (sistemi lineari,fratti semplici,...)
\ 4
Risposta Risposta
nel ?empo ¢ Anti-Trasformata di Laplace < in fre%uenza
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Proprietd della Trasformata
Proprieta della Trasformata

@ Linearita

L{af(t) +bg(t)} (s) = af(s) + bg(s)
@ Traslazione

LLef(t)} (s) = f(s —a)

L{f(t=a)}(s) = e f(s)

@ Cambio di scala

L) (5) = - (s)

Be
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Calcolo di alcune trasformate Trasformata della funzione di Heaviside w(t)

Trasformata della funzione di Heaviside u(t)

@ Definizione della funzione di Heaviside

0 set<O;
u(t) =

1 set>0.

@ Trasformata (assumendo RE(s) > 0):

£ {ul () = ai(s) = / T (et dt = /0 T st

B
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Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita polinomiale tku(t)

Trasformata della crescita lineare tu(t)

@ Definizione della funzione di crescita lineare

0 set<0;
p1(t) = tu(t) {

t set>0.

@ Trasformata (assumendo RE (s) > 0):

o0 o0
— [_Ee—st] + } / 6—5t dt
S 0 S -

o[ u]T
S S 0 52

L} (s) = fi(s) = / T u(t)e" dt = / et dt

Be
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Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita polinomiale tk‘u(t)

Trasformata della crescita polinomiale t*u(t)

@ Definizione della funzione di crescita polinomale
y 0 set<O;
pr(t) = t7 u(t)
th set>0.
@ Trasformata (assumendo RE(s) > 0):

L {pe} () = finls) = / T u(t)e dt / ety

th k[
= [——6_81 +—/ th=te=st dt
s o S.Jo-

=0+ §£ {pr—1}(s)

1

o Usando I'induzione e tenendo conto che p;(s) = — si ha
s

N k! &
Pe\S) = 77
(5) = 3




Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita esponenziale a? tu(t)

Trasformata della crescita esponenziale a’u(t)

@ Definizione della funzione di crescita esponenziale

0 set < O0;

a?® set>0.

v(t) = a® u(t) {
@ Trasformata (assumendo RE(s) > bloga):

LApr}(s) = / a’ u(t)e St dt = / able st dt

oo o
_ / ebtlog ap—=st 4t — / e(b log a—s)t dt

— | _ 1 e(bloga—s)t =
(bloga — s)

0
1

:bloga—s §‘
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Calcolo di alcune trasformate Funzioni trasformabili

Funzioni trasformabili (1/2)

@ Non tutte le funzioni sono trasformabili, ad esempio

L {etz} (s) = /io el" st dt

T 00
= [ erary [
0 T

per ogni valore di s scegliendo T' > RE (s) si ha che
[7° elt=9)t dt non é convergente e quindi la funzione non é
trasformabile per nessun valore di s.

B
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Calcolo di alcune trasformate Funzioni trasformabili

Funzioni trasformabili (2/2)

@ Se f(t) é generalmente continua con limite di crescita:
|f(t)] < MeNt per t > T allora é Laplace-trasformabile:

T 00
L) = [ e tdns [ oot

Infatti

/OO f(t)e dt‘ < /OO | f(t)e™| dt < /OO MMt e dt
T T T

_ /OO ANt~ RE(S)E g — M/Oo (V= RE(s)E 4y
T T
ed per RE(s) > N si ha che

im / T (N=RE()E gy —

T—o0 T &
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Calcolo di alcune trasformate

Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione della derivata prima (1/2)

Teorema (Laplace trasformata della derivata prima)

Sia f € ¢1(0,00), la trasformata della derivata prima diventa:
L{F )} (s) = s(s) = £(0)
dove f(07) = limg|o f(3).

Derivazione: Sia RE(s) >0e0< f < e

> / e—std — 6—575 o0 s > e—std
/ﬁf(t) 0 }g+/ﬁf(t) t

= —f(B)e P + s /ﬁoo f(t)e st dt

poiche f(t) = 0 per t < 0 abbiamo [~ f/(t)e~*"dt = 0 |
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Calcolo di alcune trasformate Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione delle derivata prima (2/2)

da cui abbiamo

00 m 0 00
f'(t)e *tdt = lim f'(t)e st dt + / f'(t)e dt]
—€ Jé]

e -0 |

= lim —f(ﬁ)e_sﬁ—|—s/OO f(t)e‘“dt—i—O]
B

60 |

- _ + S ~ e~ St
= f(0%) + /0 F(t)et dt

e infine

T 00
LAS(®)}(s) = lim lim /_ f'(t)e st dt = Iim/ f'(t)e st dt

e—0T—o00 e—0 iy

- + s >~ e St
— _f(0%) + /0 F(t)et dt 5
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Calcolo di alcune trasformate Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione della derivata k-esima

Teorema (Laplace trasformata della derivata k-esima)

Sia f € C¥(0,00), la trasformata della derivata k-esima diventa:

k—1

L{fP@)] (s) = 8" fls) = 3 ' FE (0"

1=0

dove fU)(0F) = limgo fU)(B).

v

Derivazione: La derivazione é del tutto analoga alla derivazione per
la derivata prima applicando k volte I'integrazione per parti.

B
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Calcolo di alcune trasformate Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione dell’integrale

Teorema (Laplace trasformata dell integrale)

Sia f(t) regolare a tratti, e g(t) definita come segue

o(t) = /O f(2) dz

la trasformata L {g(t)} (s) = g(s) diventa:

9(s) = - (o).

Derivazione: Basta applicare la regola di derivazione per la
funzione g(t) e osservare che ¢'(t) = f(t) e g(0) = 0.

Be

Altre proprietad della trasformata di Laplace
Valori iniziali e finali

Teorema (Teorema del valore iniziale)

~

lim f(t) = lim sf(s)

t|0 |s|—o00

Teorema (Teorema del valore finale)

i, £(8) = lim s7)

Attenzione perché i limiti che contengono s sono da intendere nel
caso complesso, ed in particolare il limite lim;_ ., deve essere
indipendente da come s va all'infinito.

B
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@ Moltiplicazione per t"
d” -~
LFO) (s) = (=1)" 5= f(s)

@ Divisione per t. Sia g(t) = tf(t) allora per la formula
precedente

£{9(1)} () = — £ {F(1)} (s)

che pud essere scritto come: %L {@} (s) = —g(s) o meglio

L{@}(s) _ —/g(s)ds+0:ﬁ(s)

La costante complessa C' va scelta in modo che h(s) soddisfi i
teoremi del valore iniziale e finale. Ovviamente lim;|g g(t)/t
esiste ed € finito. §‘
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Altre proprietad della trasformata di Laplace

Teorema (Traformazione di funzioni periodiche)
Sia f(t+T) = f(t) pert > 0 allora vale

jb j(t)e_Stdt

LA} () =

Teorema (Traformazione del prodotto di convoluzione)

Sia (f x g)(t) definita come segue:

(f *9)(t) Q/EHZ )g(t — z)d

allora vale

B
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Tabella delle trasformate
Tabella delle trasformate

Funzione | Trasformata Funzione | Trasformata
1 % e cos wt —(s_‘z ;ﬁwz
edtn (s—Z!)nH e sin wt —(S_a‘3’2+w2
et — eft #_(f—ﬁ) e coshwt | =
e f(t) | f(s—a) e sinh wt ==
flt—a) | e f(s) t" f(t) (1) 2= f(s)
t -~ n n -~ n—1 n—i— .
Jo f(2)dz | £f(s) @) | s f(s) — ZOS I=1f0)(0t)
]:

Attenzione, le funzioni a sinistra delle trasformate devono intendersi

uguali a 0 per t <0, cioé f(t) — f(s)inrealtd é u(t)f(t) — f(s)
dove u(t) é la funzione di Heaviside. §
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Antitrasformata di Laplace

Forma standard della trasformata di Laplace (1/2)

@ Nelle applicazioni elettriche o meccaniche la trasformata di
Laplace si pué normalmente scrivere nella forma:

_P(S)_ bo+b18—|—b232_|—..._|_bm8m
Q(S) (S — pl)ml(g — p2)m2 A (S _ pn)m”
dove p; # pj se i # j.

@ Possiamo sempre assumere che 0P(s) < 0Q(s) in caso
contrario usando la divisione di polinomi con resto:

G(s)

P(s) = Q(s)A(s) + B(s) 0B(s) < 0Q(s)

e quindi

Q(s) §‘
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Antitrasformata di Laplace

Forma standard della trasformata di Laplace

@ La antitrasformata di un polinomio
A(s) =apo+a1s+ -+ aps”
formalmente é la seguente
LA{A(s)} T (t) = aod(t) + ardM(t) + -+ + and™(2)

o Le “funzioni” §(¥)(t) sono le derivate k-esime nel senso delle
distribuzioni della delta di Dirac ed hanno la proprieta:

/ T )59 () dt = (1) £ 0)

@ A parte I'impulso unitario (6(¢)) normalmente le derivate
dell'impulso non si trovano nelle applicazioni considerate.

@ Possiamo quindi considerare unicamente |'antitrasformata

della funzione razionale P(s)/Q(s) con 0P(s) < 0Q(s). %

Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso radici semplici

Data la funzione razionale nella variabile complessa s;

G(s) bo + b1 + bas? + - - + by, s™
sS) =
(s =p1)(s —p2)---(5—pn)

(m <n)

dove p; # p; se i # j. Possiamo riscrivere G(s) come somma di
fratti semplici

o) o o
G(s)= —— 4+ ——2— o p —"
S§—pP1  S—Dp2 §—DPn
dove:
a; = lim (s — p;)G(s)
S—Pi
infatti

7 5
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso radici multiple

Nel caso di radici multiple ad esempio nel caso di una singola
radice p di molteplicitd n
bo + b bps? 4 -+ + by, s™
G(s) = 0+ b15+ 028 +n + bms (m < n)
(s —p)
Possiamo ancora riscrivere G(s) come somma di fratti semplici
come segue
2 O
G(s a o
()= IO (s —p)"
dove:
_ 1 li d" "G k=0,1 1
On—k — ES[QDdSk [( ) (S)]v =V L...,n =
infatti
(s = pi)"G(s) = aa(s = p)" ™ -+ + an1(s — p)an
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale

Nel caso generale

bo + b1S + bps® + -+ - + by, s™
(s = p1)™(s —p2)™2 - (s — pg)™n

G(s) =

(m<mi+mo+--+my)

dove m; é la molteplicitd della radice p;. Possiamo ancora
riscrivere (G(s) come somma di fratti semplici come segue

n m;j
;;( _p]

dove:

1 d d

ajk:mslﬂjg o 5 —p)™G(s)], k=1 my

m;—k VOLTE &
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Formula esplicita della soluzione

Avendo scritto G(s) come somma di fratti semplici come segue

i 5o p)

<

formalmente l'inversa diventa consultando la tabella delle

trasformate:
B n Mmj i '
Gt)=L{GE)} =D ) Fjl)lepﬂttk
j=1 k=1 '

Il problema di questa espressione € che se p; € un numero
complesso il termine corrispondente é una funzione a valori
complessi della quale non abbiamo definito la trasformata di

Laplace. §‘
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse semplici (1/4)

Per ovviare al problema dei numeri complessi basta raccogliere le
radici a due due in modo da avere a che fare solo con funzioni
razionali semplici a coefficienti reali.

@ Nel caso di radici complesse essendo il polinomio a coefficienti
reali saranno a due accoppiate con la loro complessa
coniugata.

@ In tal caso per evitare coefficienti complessi nella espansione
in fratti semplici si possono raccogliere le frazioni
corrispondenti alle radici complesse coniugate

@ Per semplificare I'esposizione consideriamo il caso di due sole
radici complesse coniugate

B
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse semplici (2/4)

@ Per prima osserviamo che a1 = ap:

az = lim(s —Pp)G(s) = 3“_%(5 —)G(5) = lim(s —p)G(s) = a1

s—p

@ Quindi ponendo o = a1, G(s) si riscrive come

o« a  ofs—p)+a(s—p)
A= 5T G-nG-D)

_ s(a+@) — pa — pa
- s2—s(p+p)+rp
s — RE(pa) / RE («)
s2 = 2sRE(p) + [p|*

= 2RE (a)

Be
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse semplici (3/4)

@ Osserviamo inoltre che:
s> —2sRE (p) + |10\2 = (s— RE (p))2 + Im (p)2

RE (pa) IM (o) IM (p)

Re(o) ~ 0+ TR

@ cioé (G(s) si pud riscrivere come

s — RE(p) — IM(a) IM(p) / RE (@)
(s — Re(p))2+ IM(p)?

G(s) = 2RE ()

— 2RE () s Rel)
(s — RE(p))* + IMm(p)
~ 2T (a) I (p) .
(s — RE(p))* + Im(p) B
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse semplici (4/4)

@ e quindi I'antitrasformata diventa analizzando la tabella delle
trasformate standard

G(t) = 2RE () e *FP) cos Tm (p) t

— 21 () e REP sin Tv (p) ¢

Be
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse multiple (1/5)

@ Nel caso di radici complesse essendo il polinomio a coefficienti
reali saranno a due accoppiate con la loro complessa
coniugata.

@ Per semplificare |'esposizione consideriamo il caso di due sole
radici complesse coniugate di molteplicita m

G(s) = i [(3 fipy e i‘o)@']

1=1

B
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse multiple (2/5)

@ Per prima osserviamo che «; = ;:

di

i = lim (s = )" G(s)
= lim d (s —D)"G(3)
N S—p dsi p
di
=i . — D) = Dp—i
lim =5 (s—p)m=p

@ Quindi G(s) si riscrive come

Be
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse multiple (3/5)

@ Osserviamo ora che

k
o = (D

@ Quindi G(s) si riscrive come

06 =3 [ 255+ ]

1=1

, di_l O a
— 1 1—1 ' ? ?
Z( ) dsi—1 [s Tz ]

i=1 - b

dsk s —p
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse multiple (4/5)

@ Come nel caso della radice complessa coniugata “singola”
possiamo scrivere

m ' di—l .
B N 1yi-1 s— RE(p;)
G(s) = 2; Re (o) (<17 5 [mmgor o

S _y d7? .
N (1)1 IM(p; )
- 2; i) (=1) dsi—1 {(8— RE(pi))2+IM(pi)2i|

Be
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Antitrasformata di Laplace Decomposizione in fratti semplici

Caso generale con radici complesse multiple (5/5)

@ ricordando la regola L {t" f(t)} (s) = (—1)”d‘3'8—7;b1 A(s) possiamo
scrivere |'antitrasformata come:

G(t) =2 RE(;)t" TR cos Int (p;) t
1=1

m
— 2> I (o)t e REP) sin Tn (py) ¢
=1

B
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