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La serie di Fourier
La serie di Fourier

@ La serie di Fourier per una funzione periodica f(¢) di periodo
27 € la seguente

1 (o)
S ool(d) = 540 + Z (ay cos kt + by, sin kt)
k=1

@ dove

lfﬂf(t)dt
TJ-n

lf f(t)cos kt dt
T Jr

ao

ag

1 T
by = — f f(t) sinkt dt
TJ-n
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La serie di Fourier La serie di Fourier per una funzione di periodo 2!

@ Se consideriamo una funzione g(x) di periodo 2¢ allora la
funzione f(¢) = g(¢f/n) ha periodo 2, i coefficienti della serie
di Fourier diventano quindi

1 (7 1 (*
ag = — f o(t€/m) dt == f g(x) dx
T J-n [ —¢
1 [ 1 (f knx
ai = — g(tl/m)cosktdt = - g(x)cos — dx
T Jn f -t f

1 (" 1 [t k
by = — f g(tt/m)sinktdr = — f g(x)sin il dx
T J-n 8 ¢ f

@ e la serie di Fourier corrispondente diventa

1 - k k
S (X)) = an + Z (ak cos ? + by sin ?)
k=1
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La serie di Fourier La serie di Fourier scritta con esponenziali complessi

@ Se consideriamo le formule esponenziali per seno e coseno

—ix ix —ix ix
+e

. N
sin(x) = ZT cos(x) = —

@ e le sostituiamo nella serie di Fourier otteniamo

j knx

©0 —ifzx ik itz b
1 et +eé et —éle
wo(X) = 40 +Z ag 5 + by
=1

2

l\.)l>—‘

1 > KX *KTX
+3 Z ((ak +ib)e T + (a - ibk)e’kT)

ai + iby sek>0

Cip =4 ao sek=0

|
N —
T
|M8
8

)

i

®

T

~3

a_p—ib_y sek<0 &
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La serie di Fourier La serie di Fourier scritta con esponenziali complessi

@ Dunque in generale una serie di Fourier ha una
rappresentazione come serie biinfinita di exponenziali
complessi

ai + iby sek>0
1 © i
Soo(x) = E kZOO Cke_lkT Cir =14 Ao sek=0
a_y—ib_y sek<0
@ per k > 0 abbiamo

1 4
Cy = ayg +ib; = zf g(x)(cos]%+isinkﬂ7x) dx
-t

1 [ kx
—f g(x)e ¢ dx
-

La trasformata di Fourier 6/15



La serie di Fourier La serie di Fourier scritta con esponenziali complessi

@ In modo analogo per k£ < 0 abbiamo

1 [t —k —k
7 I , g(x) (cos ;x —isin ;x) dx

1 [t k k
z[(g(x)(cos$+isin$) dx

1 [t
Ef g(x)elkT dx
-t

@ cioé abbiamo per k = —c0, ..., +c0

1 [t
= Ef g(x)e’kT dx

{

Cy = a_y — ib_;
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La serie di Fourier La serie di Fourier scritta con esponenziali complessi

@ La serie di Fourier per una funzione periodica g(¢) di periodo
2¢ é la seguente

kit

1 © :
Swlt) = 5 Z cre”'
k=—c0

@ dove

1 4 » kmt
Ck = ?f g(t)el’% dr, k=0,%1,£2,...
-
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La serie di Fourier La serie di Fourier scritta con coseni e angoli di fase

@ Vogliamo ora calcolare le costanti My e ¢y tali che

k k k.
Mj. cos (% - gok) = ay cos % + by sin %

@ Consideriamo la seguente identita trigonometrica
cos(a — B) = cosacos B + sina sinf

scegliendo a = ’%‘ e 8 = ¢ il problema diventa risolvere il
seguente sistema non lineare

My cos ¢ = ay, 5 sy o by
. = M;=a;+b;, tangy=—
{ Mk S @ = bk k k Y Ay

@ e quindi abbiamo l'ugualianza

k b k k
\Jai + b cos (? — arctan CZ_Z) = ay cos % + by sin %
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La serie di Fourier scritta con coseni e angoli di fase

La serie di Fourier

@ Usando la precedente uguaglianza la serie di Fourier si pud
scrivere come

1 - kmx
w(X) = —A A My
S co(X) > 0+1§:1 kCOS( 7 <Pk)
@ dove

1 ag sek=0

Ag = -
2| Ja2+b2 sek>0

k
¢pr = arctan —
A

10/15
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La serie di Fourier La serie di Fourier scritta con coseni e angoli di fase

@ La precedente forma permette di interpretare in forma
significativa i parametri k, A; e ¢y.

1 > krx
Sel®) = 540+ ZAk cos(T - ¢k)
k=1

@ la funzione S . (x) € decomposta come somma numerabile di
onde semplici dove:
@ k corrisponde alla frequenza di periodo ’;—j;
e A, corrisponde alla ampiezza dell'onda corrispondente;
@ (. corrisponde alla fase (anticipo o ritardo) dell’'onda
corrispondente.

5

La trasformata di Fourier 11/15



La serie di Fourier La serie di Fourier scritta con coseni e angoli di fase

@ Se consideriamo le formule esponenziali per il coseno

e—lx + ezx
2

@ La precedente forma si puo riscrivere come

VUL W P C S B C e
Sel@) = 540 5; [ o) 4 (e

cos(x) =

2 Z AT =g

k=—c0

@ Per cui si ottiene ¢; = Age#*
e k corrisponde alla frequenza di periodo & 57
@ |ci| corrisponde alla ampiezza dell’onda corrispondente;
o o = arctan Im(cy)/ Re(ci) corrisponde alla fase (anticipo o
ritardo) dell’onda corrispondente. &
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La trasformata di Fourier

Costruzione della trasformata di Fourier

@ La serie di Fourier per una funzione periodica g(¢) di periodo
2¢ é la seguente

1 © 1t
So(t) = 3 Z e = 7 f{g(t)e’kf dr,

k=—0c0

@ Possiamo immaginare di mandare il semi-periodo £ — oo per
trattare funzioni generali.

@ |l problema & che in questo caso i coefficienti ¢, non sono
calcolabili.
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La trasformata di Fourier

Costruzione della trasformata di Fourier

@ Tenendo fisso is semiperiodo ¢, se denotiamo con A = &
allora possiamo scrivere:

Sm<r)=% Z (e () = % fz g(De™ dt,

1=0,+2 +2

~IN
N

=~

@ moltiplicando e dividendo la sommatoria precedente per 7
possiamo interpretare la sommatoria come una
approssimazione numerica di un integrale:

1x £ . 1 ™¢ .
Self) = == Z Ze()e M~ ~ f Ze(e M
2 0T n 2 ) m

5

+

~IN
~
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La trasformata di Fourier

Costruzione della trasformata di Fourier

@ Chiamando g(1) la seguente funzione

£
gm=ﬁw=1fgmﬂm,
d -t

T

@ allora possiamo scrivere

1 [ .
Sw®) =~ 5 f (e Mda

@ A questo punto possiamo mandare il semi-periodo ¢ — co per
trattare funzioni generali, e se la sommatoria converge
allintegrale otteniamo

SA0=%jma@ow. a&=%jﬁngm,
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