Serie di Fourier

(Metodi Matematici e Calcolo per Ingegneria)

Enrico Bertolazzi

DIMS ~ Universita di Trento

anno accademico 2006,/2007

di Fouri 1

@ La serie di Fourier

@ Convergenza della serie di Fourier

@ La serie di Fourier per una funzione di periodo 2/
@ La serie di Fourier scritta con esponenziali complessi
@ La serie di Fourier scritta con coseni e angoli di fase

@ !l fenomeno di Gibbs
o Alcuni esempi di serie di Fourier

Serie di Fourier 3/ 47

La serie i Fourier

Funzioni periodiche

e Dato 7" > 0 si dice che f(z) (f : R — R) & periodica di
periodo T se vale

f(t+T) = f(t),

ovviamente poiché

VteR

f&)=ft+T)=f(t+2T) =---= f(t+nT) VteR

() & anche periodica di periodo kT per ogni k > 0 intero.

@ Data una funzione g(t) definita nell'intervallo [a,b) possiamo
estenderla ad una funzione periodica di periodo b — a come

segue
() = gt —n(b—a)), nb—a)<t<(n+1)(b—a)
dove n € Z.
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Funzioni period

o Una famiglia di funzioni periodiche di periodo 21 & la seguente

G0
V2

@ Le funzioni periodiche cos kt e sin kt e la funzione costante
sono ortogonali rispetto al prodotto scalare di La(0, 2) ciog:

N
Sn(t) = =%+ (acoskt + by sin kt)

o Le funzioni trigonometriche sint e cost sono ovviamente
periodiche di periodo 21

sint =sin(t +27),  cost = cos(t + 2m) 2
/ sinmtcosntdt =0,  n,m >0,
o

21
/ sinmtsinntdt =0,  nm>1, n#m
0

o [sin(t)| = ’
-
/ cosmtcosntdt =0,  nmom>1, n#m
0
inoltre
2T ) 21 5
(sinmt)? dt :/ (cosmt)*dt = m, nz=l
> / (. e
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o Se consideriamo gli spazi vettoriali Viy

SPAN{1/V/2, cos

o La verifica della ortogonalita pub essere fatta facilmente v
usando le formule

t,cos 2

allora Sy (t) € Vi e il vettore
@ Quindi il vettore di 2N

sin(a+ 8) = sin (a) cos (8) + cos () sin (8)

+ 1 coordinate
cos (a+ 3) = cos (@) cos () — sin (a) sin (8)

- - (ao, a1, by, az, by
@ Se consideriamo le formule esponenziali per seno e coseno

- i determina univocamente Sy (t)

: et —¢ ety e

sint =i cost=——p— o C'& quindi una corrispondenza 1 — 1 tra Vy e lo spazio
vettoriale R2V+1

o La condizione di ortogonalita delle funzioni seno e coseno
permette di stabilire che questa corrispondenza & una
isometria.

la verifica & ancora piu facile
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. Ve - RN+
o Definiamo il prodotto scalare su Viy come segue: @ Definiamo ora la mappa & : Viy — IR come segue: data

f(t)
(=1 [ roata ¥
- ft)= % + 3 (ax cos kt + by sin ki)
@ se consideriamo k=1
N @(f) = f dove
a )
=75+ ; (ax cos kt + by sin kt) £ = (a0, a1,b1,02,bs, ..., an, by)
=1
, . o Owviamente dato f = (fo, fi, ..., fan)T
q
g(t) = =%+ (afcoskt + by, sin kt) N
Vil& (1) = % + 37 (ot cosht + fogsin kt)
otteniamo k=
N o inoltre vale
(f.9) = aoa + Y (aral, + bibl) f-g=0(f) 2(9) = (f,9)

k=1

¥y frge ciod il prodotto scalare di R2N+1, |

dove f g =3

di Fouri

A che ci serve tutto questo? Se consideriamo lo spazio vettoriale Vs, definito da
. INAL S . _a
Il fatto che Vy = R ci permette di dire: feVa,  f(t) 7 + Z ay; cos kit + by, sin kt)

o Le funzioni 1/v/2, sin kt, cos kt sono vettori di Viy ortonormali k=1
o Questi vettori costituiscono una base per Vy ci perdiamo la corrispondenza con lo spazio delle successioni dei

o Consideriamo ora una generica funzione periodica g(t) di numeri reali

periodo 2, allora potremmo considerare g(t) appartenente ad {ao, a1, bi,az, b, .. ap, b}

uno spazio vettoriale V' che contiene Vi (ciog Viy C V) perché non tutte le successioni producono una serie convergente
o Usando la othonormalita della base di Vi & immediato per ogni ¢

costruire una proiezione ortogonale di g(t) in Viy: Infatti o Le funzioni 1/v/2, sinkt, cos kt sono vettori di Vi ortonormali

usando il fatto che (g — m)(t) deve essere ortogonale a tutti i o Questi vettori NON costituiscono una base per Va,

vettori della base di Vy otteniamo: o Consideriamo ora una generica funzione periodica g(t) di

. periodo 2. Usando il fatto che (g — 7g)(t) deve essere
(mg)(t) = (9 l/‘[ 3" ((g.coskt) cos kt + (g, sin kt) sin kt) ortogonale a tutti i vettori di Vi, otteniamo:
. (rg)(t) = WY2) l/‘f +Z‘ g, cos kt) cos kt + (g, sin kt) sin kt)

o owiamente se g € Vy abbiamo g = g | % 1%

47

rie di Fourier

Serie di Fourier 11/ 47




Le considerazioni precedenti ci permettono di scrivere un gran
numero di funzioni periodiche di periodo 27 come serie di funzioni

2

ag

V2

+ (ax cos kt + by sin kt)
i

1) =

=
il

ci chiediamo ora:
o Quale classe di funzioni (periodiche) ammette tale
rappresentazione come serie di seni e coseni?

@ Quando & che questa serie ha senso?

o Le espressoni per i coefficienti ay. e by, che abbiamo derivato
nel caso della serie finita sono valide anche per la serie
infinita?

sie di Fourier

Quando converge la serie di Fourier

La serie di Fourier pud convergere su tutto [—, 7] o solo su un
sottinsieme (anche vuoto). Quando converge non & detto che
converga alla funzione di partenza. Esiste pero una classe di
funzioni periodiche abbastanza ampia dove le cose vanno bene.

Definizione (Funzioni continue a tratti)

Una funzione f(t) definita su [a,b] é detta continua a tratti se:

(i) esiste una suddivisione a = to < t; < -++ < t, = b tale che
f(t) & continua in ogni sotto intervallo I; = [xj_,
k=12...,n.

(i) Per ogni intervallo Iy, i limiti f(zj — 0) = lim,_g+ f(ax —¢) e
F(@r1 +0) = lim,_g+ f(zx_1 + €) esistono e sono finiti.

Se f(t) ha derivata prima e f(t) con f'(t) sono continue a tratti la
serie di Fourier coverge alla funzione (tranne nei punti di “
discontinuita).

o La serie di Fourier per una funzione periodica f(t) di periodo
2m é la seguente

S¢(t) = ‘12,0 + " (axcoskt + bysin kt)
k=1
o dove
1
uk:;/ F(t)cosktdt,  k=0,1,...
.
1 (™, .
bsz/ F(t)sinktdt.  k=12...
mJx

@ Attenzione: abbiamo cambiato 1/v/2 con 1/2 in modo che la
formula per ag sia la stessa per ay, (infatti cos(0f) = 1). In
questo modo la funzione costante & solo ortogonale alle altre.

Definizione (Funzioni regolari a tratti)

Una funzione f(t) definita su [a,b] & detta regolare a tratti se
esiste la derivata prima su [a, b] escludendo al pit un numero finito
di punti. Inoltre f(t) ed f'(t) cono continue a tratti.

o La funzione sin(1/z) & continua su (0,1] ma non continua a
tratti su [0, 1] infatti lim,_gsin(1/z) non esiste.

o La funzione f(t) = \/Jt] & continua a tratti ma non regolare a
tratti, infatti in limyo+ f/(¢) = o0

o La funzione f(t) = x/m — [x/7] & regolare a tratti.

o/r = [e/7)

5
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della sere di Fourier

Teorema (Diseguaglianza di Bessel)

Sia f € Lo([—m,]) (cioé a quadrato integrabile) e siano aj, e by i
corrispondenti coefficienti di Fourier allora vale

/ F(t)*dt

Questo teorema implica limy . aj = limy_.o by =

Dimostrazione

Consideriamo Sy (t) = % + >3, (ak cos kt + by sin kt) usando le
rezioni di ortogonalita

/;(f(t) Sn(t)?dt = /f df+/ Sn(t)2dt
—2[1 t)dt &

17/ 47

oo

+ 3 (el +186)
=

\(iu\z

F(B)SN(
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Funioni regolar 3 tratti

Corollario (Il
Sia f € La([—

mma di Riemann—Lebesgue)

7)) (cioé a quadrato integrabile) allora vale

Jim /l £(t) cos(kt) dt = 0

Jim / f()

inoltre dalla formula cos(a + 3) = cos acos 3 — sin asin 3 segue
che vale

n(kt)dt =0

Jim [ £(t) cos(kt + ¢) dt =

Questo corollario (lemma) & molto importante perché servira a
chiudere la dimostrazione della convergenza della serie di Fourier. 5
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Funzioni regolar a tratti

Dimostrazione

Dalle definizioni di ay. e by e usando le relazioni di ortogonalita

[ rossta - -

- N
f®) [% + 3 (ax coskt + by sin kt)
o - k=1

s W
o
=5+ (@ +5)

1 79~(?)2di:ﬁ+Za +b7)
)N 2 &

sostituendo nella prima uguaglianza
2 X
Y dt = / f(t —[7"+;(af+hf)

e poi passando al limite per NV — 0o otteniamo la tesi. m]

o< [0 -suc

moltiplicando Dy (t) per sin % e usando la relazione
2cosasin f = sin(a + §) — sin(a — () otteniamo

N
2D (t) Siné = sin% ; z;ms kt siné

t L )
= sing + ;(\m(k-[, +1/2) — sin(kt — t/2))

molti termini si cancellano a vicenda cosi otteniamo:

sin(2N + )%
Dyt = SN+ D3

2
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Dalla relazione precedente otteniamo

sin2
Dyt :—+Z(mk1 =

2sin §
inoltre integrando su [—rmr\ otteniamo
1 /7 sin(2N L
i
Lo stesso risultato si poteva ottenere in maniera pili diretta senza

ricorrere al trucco di moltiplicare per sin & usando la formula
esponenziale per il coseno:

dt=1

eit 4 it
cost = ———
2
e la somma di una serie geometrica
e

1+q+¢+-+q" =

Consideriamo S (t) = % + Y"1, (ay cos kt + by sinkt) allora
possiamo scrivere usando le definizioni di ay e by, e
cos(a — 3) = cosacos f + sinavsin

N
Sy(t) = 5+ 3" (awcoskt + bsin kt)
k=1

I
A=
i
=
N =
I
M/

5

[

Ora abbiamo tutti gli ingredienti per dimostrare il seguente
teorema:

Teorema (Convergenza della serie di Fourier)

Sia f(t) regolare a tratti su [~ 7] allora a serie di Fourier Sy (t)
esiste e converge per ogni t inoltre

i +f)+f(b*f)

ﬂn

Sp(t) = f(t) =

Questo vuole dire che nei punti in cui f(t) & continua abbiamo
F(t) = f(t) = S(t) mentre nei punti di discontinuita la serie
converge al punto medio del limite destro e sinistro della
discontinuit

Convergenza della serie di Fourier

Ponendo z = & — t e sapendo che f(t) e Dy(t) sono periodiche

Sn(t) = / f(t+2)Dn(2)dz
sfruttando il fatto che Dy (z) = Dy(—z) possiamo porre z = —z
Sx(t) = % [ : 7(t — ) D (a) de
ed unendo le due espressioni

1 [T ft+z)+ f(t—=z) -
— 1[I DDy a

Funzioni regolar a tratti
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Funioni regolari 2 tratti

onvergenza della sere di Fourier

Convergenza della serie di Fourier (3/5)

1 )
Sfruttando il fatto che — [ Dy(z)dz =1 Dy(t) possiamo

scrivere

sv(0 -t = 1 [ (LD - ) pycayas
_ é/‘ <f(t+z)42rf(1,—z) 7/~(’)> bi"(;v
= E/V @) sin(2N + 1) d=

dove

St +2)+ f(t—2) —2f(t)

Ising

di Fourer

ergenza della serie di Fourier

Nei punti ¢ dove la funzione & discontinua il ragionamento funziona
ugualmente, infatti 2f(t) = f(t 4 0) + f(t — 0) e quindi

ft+2) = f(E+0) + (f(E=2) — f(t=0)

limy @(2) = limy 4sing
= i Y42 = F0) + (=2 = @) |
) 2 20025 2

S0 - f(E-0)
B 2
applicando il lemma di Riemann-Lebesgue a ®;(z) otteniamo
; 1T z
im Sy(t) - f(t) = lim — z)sin(2N =
Jim Sy (1) - F() ‘N@;n‘/ﬁ@,( )sin(2N +1)7 dz

=0

ciog f(t) = Sy(t)
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Funzioni regolar a tratt

(4/5)

Nei punti  dove la funzione & regolare e la derivata prima esiste ed
& continua la funzione ®;(2) & regolare a tratti, infatti

lmae) =

im ———
z=0 4sin 5

applicando il lemma di Riemann-Lebesgue a ®;(2) otteniamo

Jm Sy () 10) = jr /‘T @(2)sin(2N + 12 dz

cioe f(t) = Sy(1).

Teorema
Fissiamo i coefficienti aj. e by e consideriamo la serie

oo
- % o Gl
J(0) =+ (ax coskt + by sin k)
k=1
se la serie converge uniformemente allora f(t) é continua e vale
a =

l/‘ f(t)cosktdt,  k=0,1,...
T Jx

L
e = 7/ f(t)simktdt. k=12
TJr

Questo teorema ci assicura almeno nel caso di funzioni continue e
serie uniformemente convergenti che i coefficienti a;. e by, si
calcolano con le formule precedentemente derivate.
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@ Se consideriamo una funzione g(x) di periodo 2¢ allora la
funzione f(t) = g(t¢/7) ha periodo 2r, i coefficienti della
serie di Fourier diventano quindi

1 /‘
2 glz)de
L)

L
w0 = 7/ o(tt/m)dt -
13 .
7 / o) cos ’”;‘ de

o
1t krx
A /f . g(;l')sin%(h,

o e la serie di Fourier corrispondente diventa

Sq(x) = %m, + Z (nk cos
k=1

-

a = 3/” g(t0/) cosktdt =
.

L
b = ,/ g(tt/m)sinktdt =

TJr

; - kma
+ bisin

@ Dunque in generale una serie di Fourier ha una
rappresentazione come serie biinfinita di exponenziali

complessi
ay, + iby sek>0
Sy(z) g =S a sek=0
ap—iby sek<0

@ per k0 abbiamo

cp = a +ib =

Serie di Fourier

di Fourier per una fu Ls serie i Fourie scrita

o Se consideriamo le formule esponenziali per seno e coseno

—ir | it

2

S,(a) = &

1 1 jkzz e
=5t ((ak Fiby)e " 4 (ag — iby)e T )
“ k=1
ay + iby se k>0
ap sek=0
ap—iby sek<0

La serie i Fourier per un La serie di Fourier scrtta con espons

o In modo analogo per k < 0 abbiamo

ot
e

cp=a_p —ib_ =
1/t kma kma
= T‘/,[ﬂ(m) <rosT + isin 7 ) dz
-3/ in(:r)r"F do
o ciod abbiamo per k = —occ, .., +00

33
o= % / . o(0)e™F do

Serie di Fourier

ponenzial compless
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itta con esponenz

o La serie di Fourier per una funzione periodica g(t) di periodo
20 é la seguente

@ dove

di Fourier scritt

di Fourier per una funzione di periodo 2¢

o Usando la precedente uguaglianza la serie di Fourier si pud
scrivere come

= kra
340+ > Aycos (7 - ok>

k=1

o dove

ol =

Serie di Fourier

@ Vogliamo ora calcolare le costanti M;, e ¢y tali che
kma

l

i kma .
— ¢ | = ajcos 7 + by sin

M cos ( ’”Z

o Consideriamo la seguente identita trigonometrica

x

cos(a — f3) = cosacos f + sinasin §
scegliendo a = %2 e 3 = ¢;. il problema diventa risolvere il

seguente sistema non lineare

; , b
ME=a}+1}. tangy = ,TA
N

@ e quindi abbiamo I'ugualianza

5 (ke b kra )
ajl + by cos - arctan — ) = aj cos - + by sin
[

rie di Fourier per un itta con coseni e 3

o La precedente forma permette di interpretare in forma
significativa i parametri k, Ay e .
- d)k)

o la funzione S, (x) & decomposta come somma numerabile di
onde semplici dove:
o k corrisponde alla frequenza di periodo 4Z;
o Ay corrisponde alla ampiezza dell'onda corrispondente;
¢y corrisponde alla fase (anticipo o ritardo) dell'onda
corrispondente.

A o
Sy(@) = 540 + >~ Agcos (
k=1
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L serie di Fours

o Se consideriamo le formule esponenziali per il coseno

it 4 git
2

cos(z) =

o La precedente forma si pud riscrivere come

Syle) = %AU + % i Ay i) 4 (im0
k=1

)
=5 S Ageieem Do =i

k=—c0

Ageitn

o k corrisponde alla frequenza di periodo &%;

o |k corrisponde alla ampiezza dell'onda corrispondente;

o &) = arctan(cy)/(cx) corrisponde alla fase (anticipo o ritardo)
dell'onda corrispondente.

@ Per cui si ottiene ¢, =

4 cos(5t) | 4 cos(Tt)
2% PO

/(r)~1/27+4“”(”

Funzione

Serie di Fourier

f(t) = 2 sin (¢) — sin (2¢) +2/3 sin (3¢) — 1/2 sin (41) + 2/

—1/3 sin (6¢) + 2/7 sin (7t) — 1/4 sin (81)

Onda quadra f(t) =

di Fourier

ft) A B0 |y sinBY i) L sin(TE)
™ ™ ™ ™
Funzione

Alcuni esempi di sere di Fourier




Il fenomeno di Gibbs

Anche se la serie di Fourier converge puntualmente ad una funzione
regolare a tratti, la convergenza non & uniforme. Per le serie di Fourier
questo si manifesta in picchi di ampiezza finita (non infinitesima) per
N — o0 che si muovono verso le discontinuita:

Serie di Fourier N = 100

1l fenomeno di Gibb

Teorema (Il teorema del Gibb:

Consideriamo la serie

N

Sw(t) = Z six;ck(

k=1

e la successione t, = z=%. Allora avremo

.
Tlim Su(ta) = / “';“ dat = %1.17&9797...

Dimostrazione. (

poiché (sin kt/k)" = cos kt avremo

Sa(t) /”i:ok ] /”1 /Wl+zcokdz
Hi)== coskzdz= [ —dz— [ = s kz
P o=t 2 =

5
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Alcuni esempi di serie i Fourier
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Consideriamo la funzione funzione periodica di periodo 27

FOlo.2m) = ==

5 z € (0,27)
Questa & una funzione regolare a tratti e per il teorema di
convergenza avremo che la sua serie di Fourier
N o
) . sin kt
lim Sy(t),  Sn(t)=)_
—infty =k

Sy(t)

converge puntualmente in (0,2). Se consideriamo la successione

— _2m : iatd-
t, = 5227, avremo che questa successione ha la proprieta:

- t T
lim S,,(m)f/ s dt = J1A780797 ..
Jo

n—oo t

poiché | £(¢)| < /2 per ogni ¢ questo significa che la serie di
Fourier produce un overshooting del 17% che non si attenua per

ricordando che Dy, (t) e che Dy (t) = Du(—t) e [i Du(t) dt = /2

m—t

5.0 =" 7/'”1)”(:)(1;

L /OT Do) dz + /0, Dy(2)dz

+/;DV,(:)dz

+ ﬁ /‘: Dy(tz/m)dz [tz =2

—t  t [Tsin(2n+1)&
_=t b / sinn + g2
™ Jo

2sin &£

5
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Il fenomeno di Gibbs

Alcuni esempi di seie di Fourier

)]
sostituendo £, = 52 CEERENTD A
Sy - Ty [T e Eyae=h Iee=t
T a1 fy (et )singEy
™ = T
= A
2n+l+_/0 @ CntDsingzs "
T T sina
= @ da
2,L+1+/0 7 Onl@)de
dove y \
.
Qnl@) = = R '
@n+1)sin 7 Qu(@) per n.=5,10,100
[
o o =) 2

e quindi

sin

i San) = Jim gy i [ SOt

7
h T

in

/ ' m\Oh()dz
b5 e




