Minimi Vincolati

(Metodi Matematici e Calcolo per Ingegneria)

Enrico Bertolazzi

DIMS — Universita di Trento

anno accademico 2006/2007

B-

Minimi Vincolati 1/27

@ Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

© Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange
© Derivazione alternativa dei moltiplicatori

@ Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

B

Minimi Vincolati 2 /27




Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Teorema (dei moltiplicatori di Lagrange)

Sia data f(x) : R" — R e una mappa di vincoli h(x) : R" — R™. Sia
x, un minimo locale di f(x) soddisfacente i vincoli (cioé h(x,) = 0).
Se Vh(x,) € di rango massimo allora esistono m scalari Ay, tali che

Vi) =) MVhg(z,) =07 (A)
k=1
inoltre per ogni z € R™ che soddisfa Vh(x,)z = 0 vale la diseguaglianza
2T <v2 fla)=> )\kV2hk(a:*)> z>0 (B)
k=1

in altre parole la matrice V2(f(z.) — A - h(x,)) & semi-definita positiva
nel Kernel di Vh(x,).

y
e
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Se x, € minimo locale allora esiste € > 0 tale che
f(zy) < f(x), per ogni x tale che: ||z — x4|| < eed h(x) =0
Consideriamo quindi la successione di funzioni
fi(®) = f(@) + k|h@)|* + e -z,  a>0

e la successione di minimi locali (non vincolati) in
B={z| |z -z <¢

fk(mk) < fk:(iB) per ogni * € B

dimostreremo il teorema usando le condizioni di minimo non vincolato e
sfruttando il fatto che @), — x,
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 1: il limite della successione x sta’ sul vincolo

Poiché la successione x;, € contenuta nella palla compatta B allora esiste
al pili una sotto-successione xy, — @ € B. Per semplificare assumiamo
che ¢, — & € B. Consideriamo x;, dalla sua definizione avremo

fir(®e) < fr(me) = fl@) + klh@)]* + o e, — 2|
fu(@r) < fls)

e inoltre
fe(mr) = fla) + k|h(@o)” + allas — 2* < f()
per cui avremo
Ellh(@e) | + a |z — a.* < f(=,) - min f(x) = C < 400
da questo segue
lim ||h(x)]* =0
Jim [[R(z)| B
cioe |h(x)|| =0
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 2: il limite della successione ¢ e z,

Consideriamo
fr(@r) = fla) + k|h(@e)* + allzy — 2 < f()
da cui segue
@y — aul” < f@e) = flan) = k| h(@p)]” < flas) — f@)

passando al limite per £ — oo e sfruttando la continuita delle norme

lim ooy — 2 < ol -z < f(z) - £(2)

poiché ||h(Z)|| = 0 e z, € il minimo in B che rispetta il vincolo avremo
al|® - m* < fa) - f(@) <O
cioe T = x,. &
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 3: costruzione dei moltiplicatori

Poiché gli ;. sono minimi locali non vincolati per fi(x) allora avremo
V fi(x) = 01
cioe
Vf(ay) + kY [h(z)|® +aV |z, — 2. =0
ricordiamo che
Vx| =V(z- z) =2z, V|h(x)|*=V(h)- h(x) =2hx) Vh(a
da cui segue (facendo i trasposti delle matrici)

Vf(xp)T + 2kVh(xy) h(xy) + 20(x) —x,) =0

Minimi Vincolati 7 /27

Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione
Passo 3: costruzione dei moltiplicatori

Moltiplicando a sinistra per Vh(xy) otteniamo
Vh(zp)Vf(xy)! + 26Vh(z,)Vh(zy) h(xy) + 2aVh(zy)(z, — 2,) =0

poiché Vh(x,) € R™*™ ha rango massimo da un certo k in poi per
continuita tutte le Vh(xy) hanno rango massimo e quindi
Vh(z)Vh(xp)? € R™ ™ sono matrici quadrate invertibili, da cui

2kh(ay) = — (Vh(z)Vh(zi)T) ' Vh(xp) [V (@) + 20(ms — )]
e passando al limite per k — oo
lim 2kh(zy) = — (Vh(z,)Vh(z.)") " Vh(.)V f(@.)"
definendo
A = (Vh(z,)Vh(z,)") " Vh(z,)V f(z,)T B




Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 3: costruzione dei moltiplicatori

Definendo
A= (Vh(z,)Vh(z)") " Vh(z.)Vf(2.)"
sostituendo nella
Vf(xe)! + 2kVh(xp) h(xy) + 2a(z), — x,) =0
il limite di 2kh(x) con X otteniamo

Vi(z)! = Vh(z,)" X =0

Be
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

Poiché gli x; sono minimi locali non vincolati per fi(x) allora le matrici
2
V= fr(x)
sono semi-definite positive, cioé
T'x72 n
2"V fi(xr)z > 0, Vze R

inoltre

V2 fulxy) = V2f(xp) + EV? ||h(z) | + 20V (x), — )

= V2 f(@p)" + £V hi(mp)® + 200
i=1
osserviamo che

V2hi(x)? = V(2hi(x2)Vhi(x)T) = 2Vhi ()T Vhi(x) + 2hi(2) V2 hi(x) §s




Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

e sostituendo

V2hi(xz)? = 2Vhi(x)  Vhi(x) + 2hi(x) V2 hi(x)
nella espressione dell'Hessiano otteniamo
V2 fe(@r) = V2 f(@r) + 200 + 2k > Vhi(wp)" Vig(ag) + 2k Y hi(wx) V7

1=1 1=1

e per z € R"™ abbiamo

0 < 2" V2 fi(wp)2

= 2"V2f(xp)z + 20 ||z)|* + 2k | Vh(zi)z|* + ) (2khi(xi)) 2" V2 hi(4
=1

Be
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

La diseguaglianza precedente vale per ogni z € R" quindi anche per ogni
successione zj, cioe

m
T
0 < 2IV2f(ap)zk + 2a ||zi|)* + 2k | VR(zy)zs]|* + Z(Zk:hi(a:k))zk V2h;
i=1
Consideriamo ora una generica successione z; — z e passando al limite
per k — oo

0 < 2TV2f(x,)z + 20| 2||* + klim 2k | Vh(zy)z|?

+ klim (2kh;(xr)) [zTVQhZ-(:B*)z}
=1
ricordando che limk_>oo(2k‘h-(a:k)) = —\; abbiamo

< T2 . 9 Tv72p, lim 2
0 < 2TV2f(x,)z + 20| 2| Z/\ V2h )z]+k520 k:HVh(a:&k
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

se valesse Vh(xy)zr = 0 tenendo conto che a > 0 puo essere scelto
arbitrariamente piccolo otterremmo

0< zTVQf(a:*)z — Z A [zTVth(az*)z]
i=1

Consideriamo quindi z; come la proiezione di z nel Kernel di Vh(xy)
cioé
2, =z — Vh(zy)" [Vh(z)Vh(z)"] " Vh(zg)z
infatti
Vh(zy)z, = Vh(zy)z — Vh(zp)Vh(zy)' [Vh(zr) Vh(zy)!] - Vh(xy):
= Vh(xy)z — Vh(xp)z =0 §‘

Resta ora da dimostrare che limy_, o, 2 = z se z & nel kernel di Vh(x,).

Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

Consideriamo il limite

lim z, = z — lim Vh(zg)" [Vh(ze)Vh(zi)T] " Vh(z)2

k—oo k—oo
=z — Vh(z)" [Vh(z,)Vh(z,)"] " Vh(z,)z
e quindi se z & nel kernel di Vh(x,) cioe Vh(x,)z = 0 abbiamo
li =
Jim 2= 2

e questo conclude la dimostrazione.

B
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Quando si affronta un problema di minimo vincolato del tipo:
minimizzare: f(x)
soggetta ai vincoli
h(x)=0
Conviene definite la Lagrangiana
L(x, A) = f(x) — A h(x)

In modo che i punti di minimo/massimo sono i punti stazionari di
L(x,A) cioé

V.L(x,A) = Vof(x) — ATV, h(xz) =0
Val(xz,A) = h(z) =0 5
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Consideriamo una coppia (&, A) che soddisfa
VL(x,A) =0 Vial(xz,A)=0

e la matrice
Vil(z,A) = Vif(x) = > MVih(z)
k=1

allora le condizioni necessarie e sufficienti per avere un minimo/massimo
locali sono le seguenti: (prossimo lucido)

B
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

@ Se x € punto di minimo locale allora VL (x, A) & semi-definita
positiva nel Kernel di Vh(x,)), cioé

21V, L(x,\)z >0, z € Ker(Vh(x,))

Se x & punto di massimo locale allora VL (x, A) & semi-definita
negativa nel Kernel di Vh(x,), cioé

21V, L(x, )z <0, z € Ker(Vh(x,))
@ Se V. L(x, \) & definita positiva nel Kernel di Vh(x,), cioe
21V, L(x, Nz >0,  zcKer(Vh(z,))\ {0}

allora « & punto di minimo locale. Analogamente se V,L(x, \) &
definita negativa nel Kernel di Vh(x,), cioe

21V, L(x,\)z <0, z¢eKer(Vh(zx,)) )\ {0}

allora & & punto di massimo locale.
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Derivazione alternativa dei moltiplicatori

Teorema della funzione implicita

Teorema

Sia A C R™™™ aperto e h € CY(A,R™) sia inoltre
o (wO)yO) S A;
@ h(xzo,yo) =0;

o %&’?”0) non singolare.

Allora esistono due aperti U C R™ e V. C R" e una funzione
¢ :U —V tali che

° Yo = P(xo);
@ h(xz,y) =0esolosey =a¢(x) (perxecU eyecV),
o ¢ CHU,V) e vale

Vi¢(@) = — (Vyh(z, ¢(2)) " Vih(z, d(x))

) &
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Derivazione alternativa dei moltiplicatori

Riconsideriamo
minimizzare: f(z), h(z)=0

Se h(z) ha rango massimo possiamo (eventualmente riordinando le
coordinate) partizionare z = (x;y) in modo da soddisfare per h(x,y) il
teorema della funzione implicita ottenendo (almeno localmente) il
problema non vincolato equivalente

minimizzare: f(x, ¢(x))
| punti stazionari devo quindi soddisfare
V(@ (i) = o’
cioe

Vo f (@e, @(x0) + Vy f (s, d(22)) V() = 0T

Be
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Derivazione alternativa dei moltiplicatori

Usando I'espressione della derivata di ¢

Ved(zy) = — (Vyh(w*a ¢(5'3*)))_1 Vaih(xy, Pp(xy))

otteniamo

Vaef(x, d(xy)) — Vyf(zs, p(24)) (Vyh(s, Cb(fc*)))_l Vih(zs, p(xs)) = (

definiamo ora i moltiplicatori A come

)\ = (Vyh(a:*, (Ib(w*)))_T vyf(w*v (b(w*))T

e quindi avremo

Vof(x, () — ATV, h(z4, p(24)) = 07

B
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Derivazione alternativa dei moltiplicatori

ricordiamo |'espressione dei moltiplicatori

A= (Vyh(@e, (@)™ Vyf (@, d(a))"
sostituendola nella espressione:

Vyf (@, ¢(x.)) = X Vyh(zs, ¢(.))

otteniamo 07 e quindi unendo le due espressioni

Vaf (@, ¢(@.)) = X Vih(zs, d(z.)) = 0"

V,f (@, d(x.) ~ AV h(z., ¢(x.)) = 07
e tornando alle coordinate z, = («; )

V.f(z:) = ATV.h(z) = 07

che é la condizione cercata. %
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

@ | moltiplicatori di Lagrange precedentemente considerati sono utili nel
calcolo di minimi vincolati nel caso di vincoli di uguaglianza.

@ Queste condizioni non sono valide nel caso si considerino anche
vincoli unilateri (diseguaglianze).

@ Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker permettono di caratterizzare i
punti di massimo e minimo del problema

Minimizzare f(x)
Con vincoli hi(x) = 0, k=1,2,....p
0

gr(x) >
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

@ Aggiungendo una variabili ausiliarie €, per ogni diseguaglianza del
problema

Minimizzare f(x)
Con vincoli hi(x) = 0, k=1,2,....p
gr(x) >0, k=1,2,...,q
@ questo viene trasformato nel problema di minimo vincolato
Minimizzare f(x)
Con vincoli li(x,€) =0, k=1,2,....p+q
dove

l(x. € hi(x) per k=1,2,....p
K\, €) =
Gip(@)—€ perk=p+Lp+2,....p+tq Be
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Dato il problema
Minimizzare f(x)
Con vincoli li(x,€) =0, k=1,2,....p+q

possiamo usare le condizioni precedentemente sviluppate per
caratterizzare i punti di massimo e minimo vincolato.

Sfruttando la struttura del problema si possono scrivere le condizioni al
primo e secondo ordine in modo che la variabili slack (gli ;) non
compaiono nella formulazione.

Queste condizioni prendono il nome di condizioni KKT (di
Karush-Kuhn-Tucker)

B
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Condizioni al primo ordine

Data la lagrangiana
p q
L(z, A ) = f(x) = Y Mehe(m) = Y pegn()
k=1 k=1

Se x, & un punto di minimo (o massimo) locale vincolato allora valgono
le le condizioni KKT

VeLl(xe, A, ) =0
hp(zs) =0  k=1,2,....p
gr(zy) >0 k=1,2,...,q
pi = 0 k=1,2,...,q

fk gr(xs) = 0

k:1,2,...,q &

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Condizioni al secondo ordine

Sia @, € un punto di minimo (o massimo) locale vincolato allora devono
valore le condizioni KKT al primo ordine e inoltre per ogni direzione d
tale che

Vhg(xe)d =0 k=1,2,...,p
Vor(x,)d =0 se gr(zs) =0
deve anche soddisfare

d'V o Lz, N, pp)d > 0
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Condizioni al secondo ordine

Sia @, € un punto che soddisfa le condizioni KKT al primo ordine e
inoltre per ogni direzione d # 0 tale che

Vhg(xe)d =0 k=1,2,....p
Vi (zi)d = 0 se gr(T+x) =0
soddisfa anche

d'V o Lz, A, p)d > 0

e inoltre se gi(x,) = 0 abbiamo px > 0 allora x4 € un punto di minimo
locale.

Be
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