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1 Esercizi svolti

1.1 Equazione del calore 1D
Equazione del calore unidimensionale su dominio infinito

∂T (t, x)
∂t

= K
∂2T (t, x)
∂x2 , t > 0, x ∈ R

T (0, x) = T0(x), x ∈ R
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applicazione della trasformata di Fourier per la coordinata x

∂T̃ (t, λ)
∂t

= −Kλ2T̃ (t, λ)

questa equaizione differeziale e molto semplice ed ha soluzione

T̃ (t, λ) = T̃0(λ)e−Kλ2t

possiamo ora antitrasformare usando il prodotto di convoluzione (regola 7)

T (t, x) =
1
c1

∫ ∞

−∞

T0(t − z)g(t, z) dz (1)

dove

g(t, x) = F −1
{
e−Kλ2t

}
.

Usiamo ora la regola 12 con

λ2

4α
= Kλ2t

da cui otteniamo α = 1/(4Kt) e moltiplicando per c1
√
α/π otteniamo

g(t, x) =
c1
√

4πKt
e−x2/(4Kt)

e sostituendo in (1) otteniamo

T (t, x) =
1

2
√
πKt

∫ ∞

−∞

T0(x − z)e−z2/(4Kt) dz

=
1

2
√
πKt

∫ ∞

−∞

T0(w)e−(x−w)2/(4Kt) dw

Esempi di soluzioni particolari:

1. Se T0(x) = δ(x) allora otteniamo

T (t, x) =
1

2
√
πKt

∫ ∞

−∞

δ(x − z)e−z2/(4Kt) dz

=
e−x2/(4Kt)

2
√
πKt
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2. Se T0(x) = χ[−1,1](x) allora otteniamo

T (t, x) =
1

2
√
πKt

∫ ∞

−∞

χ[−1,1](w)e−(x−w)2/(4Kt) dw

=
1

2
√
πKt

∫ 1

−1
e−(x−w)2/(4Kt) dw

3. Se T0(x) = T0sign(x) allora otteniamo

T (t, x) =
1

2
√
πKt

∫ ∞

−∞

T0sign(w)e−(x−w)2/(4Kt) dw

=
T0

2
√
πKt

∫ ∞

0
e−(x−w)2/(4Kt) dw −

T0

2
√
πKt

∫ 0

−∞

e−(x−w)2/(4Kt) dw

=
T0

2
√
πKt

∫ ∞

0
e−(x−w)2/(4Kt) dw −

T0

2
√
πKt

∫ ∞

0
e−(x+w)2/(4Kt) dw

=
T0

2
√
πKt

∫ ∞

0

[
e−(x−w)2/(4Kt) − e−(x+w)2/(4Kt)

]
dw

per questa soluzione calcoliamo la sua derivata

dT (t, x)
dt

=
d
dt

T0

2
√
πKt

∫ ∞

0

[
e−(x−w)2/(4Kt) − e−(x+w)2/(4Kt)

]
dw

=
T0

2
√
πKt

∫ ∞

0

d
dt

[
e−(x−w)2/(4Kt) − e−(x+w)2/(4Kt)

]
dw

=
T0

2
√
πKt

∫ ∞

0

2
4Kt

[
(x − w)e−(x−w)2/(4Kt) − (x + w)e−(x+w)2/(4Kt)

]
dw

=
T0

4(Kt)3/2
√
π

∫ ∞

0

[
(x − w)e−(x−w)2/(4Kt) − (x + w)e−(x+w)2/(4Kt)

]
dw

per x = 0 abbiamo

dT (t, x)
dt

∣∣∣∣∣
x=0
= −

T0

2(Kt)3/2
√
π

∫ ∞

0
we−w2/(4Kt) dw

= −
T0

2(Kt)3/2
√
π

[
−2Kte−w2/(4Kt)

]∞
0

= −
T0
√
πKt
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1.2 Età della terra
T0 2000 [C◦] Temperatura iniziale
dT/dx 0.037 [C◦/m] Variazione della temperatura
K 1.2 10−6 [m2/s] Conduttività termica
R 6400 [Km] Raggio della terra
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