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ione della trasformata di Fourier

o La trasformata di Fourier @ La serie di Fourier per una funzione periodica g(t) di periodo

2( ¢ la seguente

e Proprieta della trasformata di Fourier w© .
f g(l)e”# dr,
J-t

@ Trasformata dell'impulso rettangolare Swlt) = Z e

ce'’
@ Trasformata del pettine di Dirac Koo
@ Prodotto di convoluzione . . ) . .
@ Trasformata della distribuzione normale @ Possiamo immaginare di mandare il semi-periodo £ — oo per
o Trasformata della funzione segno trattare funzioni generali.
@ Il problema & che in questo caso i coefficienti ¢; non sono

@ Tavella delle trasformate calcolabili.
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Costruzione della trasformata di Fourier

@ Tenendo fisso is semiperiodo ¢, se denotiamo con A = ‘7"

allora possiamo scrivere:

~
Sell) = Z (et r(ﬂ):%j g(t)e ™ dr,
e [

7

e moltiplicando e dividendo la sommatoria precedente per 7
possiamo interpretare la sommatoria come una
approssimazione numerica di un integrale:

SN(:):; > %-weh“zﬁ m%‘(/i)e’/"zl/l

A=0.%

Costruzione della trasformata di Fouri

Viste le considerazioni precedenti si pud definire per una funzione
@
@ Trasformata di Fourier

- e
TUOIW = [ =5~ f Swe " dr,
T J-co
@ Anti Trasformata di Fourier

FHAD) = () = ] Fvetida

in generale bisogna stabilire sotto quali condizioni le formule
determinate in modo euristico sono realmente valide.
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zione della trasformata di Fourier

@ Chiamando (1) la seguente funzione

3 ¢ 1 ‘ —idr
BA) = —c) === [ gne " dt,
n 7 J ¢

f 2(eda

@ A questo punto possiamo mandare il semi-periodo £ — co per
trattare funzioni generali, e se la sommatoria converge

allintegrale otteniamo
F gne ™ dr,

@ allora possiamo scrivere

Swld)

0 1
sm(w:f 2(Dedd B =5

Vari modi di scrivere la trasformata di Fourier

A seconda degli autori e delle preferenze la trasformata di Fourier
(con la sua antitrasformata) si puo scrivere in modi diversi
@ Modo 1

foy = 1 f ~ f@e ™ dr, = L j ” Feda
cy 00 €2 Jooo

dove ¢ ¢; = 2n. Ad esempio

@ Modo 2
flw) = f R f " flre e
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Alcuni teoremi sulla trasformabilita

La rasformata df Fourer

Questo teorema ¢ stato dimostrato nel caso di funzioni a quadrato
integrabile per un intervallo finito.

Teorema (Riemann-Lebesgue)
Sia f € Li(R) (cioe assolutamente integrabile) allora vale

lim f ” fe™ dz:mlim fw=0

[fey

Se inoltre f(1) é derivabile k volte con f) € Li(R) per
j=0.1,....k allora vale

R
Hl‘lqmmf(/l)ﬁ =0

come conseguenza se f(r) & assolutamente integrabile la sua
trasformata f(1) & infinitesima per 1 — +co.

La Trasformata d Fourier

Alcuni teoremi sulla trasformabilita

Teorema (fondamentale sulla trasformata di Fourier)
Sia f(r) regolare a tratti e assolutamente integrabile (cioé
ﬁ °; |f(®)] dt < +c0) allora la trasformata di Fourier
Fo =L [T f@e ™ dr, & definita per ogni A. Inoltre

@ /() & una funzione continua;

Q limy, e (1) = 0;

Q 1= [T, feda.
dove f*(r) = f(1) se f(1) é continua in t altrimenti

won _ i fE+E)+ flt—€)
T = lim =

nei punti di discontinuita.

La trasformata di Fourier come la serie di Fourier & lineare

Flaf@+Bg) () = %f(ﬂf”)ﬂi&'(ﬂ)f”" dr,

-2 f f(f)e”’”dmﬁ f g(t)e™ ™ dr,
€1 Jooo €1 Jeoo

= aF{fO}) + BT (D} ()

La Trasformata di Fourier




Propriets del rasformata d Fourier

Traslazione nel tempo

Fift—a)} @) = %fm ft—a)e ™ dt,

L[ e,
€1 Jeco
f f@et s,

= T f(1) (D)

)

a Trastormata d Fourie

Fle ) = Lfm e e di,

- - f(r)e o gy
1

= :7(/(/))(4 —a)

Derivazione nel tempo

Assumendo che limy;_,« f(1) = 0

] f(0e” ™ dr,

L. 0 -
7f fe ™ dr,
€l J-o

FroH =

1 lf(t)[,.,ur“ .
o B
= () F(fD} D)

applicando la formula ripetutamente

F{OO) ) = " FFOHD

5
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Derivazione nelle freq

Assumendo che limy_. f(1) = 0

F=infO} D) = Cif (=inf(e™ dr,
1Jow

1 =3 dt,ﬂ/h
;Imﬂn a dr.

LI
Y j:mf(!)é dt,

d,
o

applicando la formula ripetutamente

Tl [0} = 57 " s rorw

Trasformata della constante 1

la funzione constante f(r) = 1 & il limite dellimpulso rettangolare
per a — oo ciog

lim X[ q(0) = 1, Yt
amo
perd il limite
12 A
lim T a0} = lim M
ameo €]

non esiste per nessun 1. Come Fare ?

a Trastormata d Fourie

a

Trasformata dell'impulso rettangolare

1 sete€[-a.a]
X—aa(t) = {
0 altrimenti

- .
Xicaa®e™ dt = — f‘""'“d’-
” et Ja

1 emiad _ giad

F Wt D) =

o il

iZsin(u/l)
o A

Trasformata della constante 1

Vediamo allora come si comporta J {X|_.)(1)} (1) integrato con

un‘altra funzione f(1) per a — oo cioé:
lim f F W) (DF DA = - Tim f 2""(“’ ZSED) fyda
am ). : .

Se f(1) & regolare a tratti e integrabile allora possiamo scrivere
(A () - (0 0 0;
L{):/()Af() f() 5“)+f()

e quindi decomporre l'integrale nella somma di integrali piti
semplici

La Trasformata di Fourier
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a Trastormata d Fourie

[T —— [——

Trasformata della constante 1

(3/4)

lim

a—oo

f T Wcaa O} (D f(DdA =
1 1 :
f 2<|n(u/l)g(/l)d/l+[l lim f “Ll(”’l)f(o)d/l

f Z\m(a/l)f )d/l + — llm f 2 sm(a/l) fa )dl

Per il teorema di Riemann-Lebesgue il primo il terzo e il quarto
integrale sono nulli, quindi vale
1
tn

[
— lim

¢} ameo

+7 lim
cf ame

10

hm

tim [ a0} D = el

consideriamo ora la seguente distribuzione:

s(t) = Z 5t —k)

k=0

cioé € la “funzione” che fa la seguente cosa

fv f(t)s(tydt = i jw [t —kyde = i [k
- - k=—c0

se applichiamo formalmente la trasformata di Fourier al pettine e di
Dirac otteniamo

5() = f ) se ™ dr =

ma questa non & una sertie convergente!.

Trasformata della constante 1

La T

Facendo la sostituzione z
funzione pari otteniamo:

al e osservando che sin(x)/x & una

2Oy [
o %),

410

c Jo

”lgp_‘f T Wcaa O} (D f(DdA =

= sin(z)

Quest'ultimo integrale non & esprimibile tramite primitive ma
usando ad esempio il calcolo con i residui si trova:

" sin(z) T
D g =T
Jy s

1im f FWaa®) (DFDL = ff(O)

mettendo tutto assieme

Come nel caso della trasformata della costante vediamo come si
comporta questa trasformata integrata con un’altra funzione

f fCD) S = hmff Y et
k=-n

osserviamo che

ik itk
¢ itky

B
=1y e
k=1

k=n

=1+2 Z cos(Ak)
=

mata d Fourier
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Trasformata del pettine di Dirac

Abbiamo gia incontrato questa funzione nello studio della
convergenza della serie di Fourier e vale

S in((n + 1/2)
k;' = an = (zinu/é))l)
poiché
sin(@ + ) = sin@.cos 7 + cos Osinx = —sin 0
abbiamo
Dy(A+ 27) = Dy(2)

cioé D,(A) é periodica di periodo 2.

Quindi essendo

j s = lim 2 J  fpda= = > femm
o e Jg o

possiamo scrivere
- 2t
5 == 64 - 2mm)

&

cioé §(1) & ancora un pettine di Dirac (con maglia pit larga).

La Trasformata d Fourier

Trasformata del pettine di Dirac

Sfruttando il teorema di convergenza delle serie di Fourier
possiamo scrivere

fw J)5(DdA = lim {1 F;/(/l)n,,(/l)d/l
Jooo = e Joo

l 21 (2m+ 1)1
= 3 dim Z- f
e 1T LT

SO)D(D)dA
2m-1)r

o .2l (T
= lim ——f fQ@mza + )D,(DdA

n—eo ¢ T

Trasformata del prodotto di convoluzione

Definizione

Date due funzioni f, g € L'(R) si definisce prodotto di convoluzione
(f * 9)(1) la funzione:

(f* )0 = Sflt—-2)g()dz

Date due funzioni f,g € L'(R) la trasformata del prodotto di
convoluzione (f % g)(1) esiste e vale:

F(f * )0) (D) = 1 f)FD

La Trasformata di Fourer




Propriets del rasformata d Fourier

Trasformata del prodotto di convoluzione

Ff > 0} () =

i (jm [t = 2)g(2) dz) e dr
€1 Jeoo \J-oo
¥ 1 R —idr
f (7 f fi=2e dl)g(:) dz
—o0 \C1 J-eo

a f " e g dz
i

< 1 -
=af- j e g(z) dz

= a1 f(DEA)

Attenzione che nel fare la dimostrazione abbiamo invertito I'ordine

di integrazione. Non sempre si puo fare (teorema di Fubini) ma in
questo caso si.

facciamo il cambio di variabile var = z

e

fin=
-

1

2
=

e
@ J-o

vogliamo ora sfruttare il fatto che [~ ¢~ dx = 7.

La Trasformata d Fourier
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Consideriamo la funzione

o=,

a>0

e la sua trasformata

fo =L e
€1 Jowo

€1 J-co

pmar=ilt gy

completiamo %12 + iAr ad un quadrato

P +idt (fr+ i )~+'lz
af +ili = [ Va =
va) Td

La Trasformata di Fourier
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Propriets del rasformata d Fourier

Trasformata della distribuzione normale

Poiché

allora avremo

e quindi

Trasformata dell’esponenziale

Integrando per parti un paio di volte otteniamo

~ cos(Ar) dr =
]F cos(dr) a?+ 22

e quindi

1 2a
cra?+ 22

fay=

21 (—q cos (A1) +sin (1) D)

[ ————

(4/4)
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Trasformata dell’esponenziale

Consideriamo la funzione
foy=et, a0
e la sua trasformata

Fo = 1 el gmitt g
[SRV A

poiché f(r) & pari allora essendo ¢~V = cos(At) — i sin(Ar)
1

i = = we’"‘" cos(Ar) dr
1 J-oo

5 e
== e cos(A) dt
<1 Jo

Trasformata della funzione se

Consideriamo la funzione
-1 sex<0
sign() =40  sex=0
+1 sex>0

poiché & una funzione dispari allora vale

, M
sign(r) = o Jlim f sign(ne™™ dr
Mo oy

2 M
— limf (—isin(Ar)) dt
¢ Mow Jo

2 [cos(/lr)]M
— lim |——
1 0

) Moo

La Trasformata di Fourier
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Trasformata della funzione segno

Vediamo ora come si comporta

cos(AM) — 1
2

integrata con un’altra funzione f(1) per M — oo cioe:

lim
Moo

f(dda

 cos(—idM) - |
2

lim ™ cos(—idM) — 1 F(da =
Moo J_oy
. ~ and @D iG]
JT\L ‘[m cos(fulM)Td/l - ‘[m TcM

La Trasformata d Fouria
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Assumendo f(1)/1 regolare a tratti e integrabile possiamo scrivere

Trasformata della funzione segr

per il teorema di Riemann-Lebesgue

lim f cosiamy! D= o
Mo ) 1
e quindi

) * cos(=iAM) - | )
Jim_ Lﬁ T fdi= L« T

mettendo tutto assieme

— 2i
sign(r) = —Cl—/{

ELLA DELLE TRASFORMATE (1/4)

ft—a) e f()
(o) faa-a
1.2
fan) ~i(3)
@) f)
2 dfiy
(=inf () N
(f % 8)1) o f g

§ Fourie

39,

a

La T

TABELLA DELLE TRASFORMATE (2/4)

1 2sin(ad
Yoot | 200D
1 £
o

sign(t)
>, 8-k
k==

E,ml

eall

mata d Fourier
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TABELLA DELLE TRASFORMATE (4/4)
TABELLA DELLE TRASFORMATE (3/4)
u(t)sin(at) mo(/i +a)—06(1—a) o @
sin(ar) (64 + @) = 5(1 - @) 2
HB)HD) ”6(/1 +a)+0(d—a) 5= il _
cos(ar) (6 +a) + 61— ) 2 =22
—at o 2
& im = log(~A%) TR @+ 2iad+a? - 2
i - (@) cos(at) i
Z sign(2) e costa Z+2al+
nt 1
si = (e —
K@ sinfan) | i HELED) @) ”))) - arit
e P 1
X|-aa)(t) cos(at) 7“"(:(;1 ; o), 75"1(:(/{ ;”)) (a+ia)
- k!
k —at
| utyie e 1
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