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La trasformata di Laplace
La trasformata di Laplace

@ Definizione

f(t) = F(s) =L {fO)} (5)
R +00 M
f(s) = / f(He*tdt = lim lim f(te st dt

_ e—0+t M—+4o00 S
e Utilita: trasforma
Equazioni differenziali = Equazioni algebriche

@ Analogia con il logaritmo:

a — loga

a-b— loga+logh

cioe il logaritmo trasforma i prodotti in somme che sono piu
facili da maneggiare. &
La trasformata di Laplace
Uso della trasformata di Laplace per risolvere ODE
Equazione . Equazione
Differenziale » Trasformata di Laplace » algebrica
Tecniche Analitiche Tecniche Algebriche
(variazione delle costanti, ...) (sistemi lineari,fratti semplici,...)
\4
Ri t Ri s

néf?g;;o <— Anti-Trasformata di Laplace <*— j, flrz%%ser?za
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Proprieta della Trasformata Linearita, Traslazione, Cambio di scala

Proprieta della Trasformata

Linearita af(t)+bg(t) a f(s)+bg(s) 1
o 1 ~/s
Cambio di scala f(at) —f <—) [a>0] | 2
a” \a
Traslazione in s e f(t) f(s —a) 3
Traslazione in ¢ f(t—a) e_asf(s) 4
a e b sono numeri reali. §

Proprieta della Trasformata Linearita e Cambio di scala

+00
& {af(t) + bg(t)} (s) = / (af(t) + bg(t))e*" dt

—+00 400

=a f(t)e st dt + b/ g(t)e st dt
0-

-~

= af(s) +0g(s)

+o00
£ {f(at)} (s) = / fat)e™tdt [t =z/d]
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Proprieta della Trasformata Traslazione

—+o00 —+o00

e f(t)e t dt = / F)el =t qt

et f()} (s) = /

-~

= f(s—a)

+o0
LSt —a)} (s) = / ft—a)etdz  [t—a=2

- / " H@e I de [f(2) =0 per 2 <)

—z

—+o00
= e_sa’/ f(z)e %% dz
0

AN

=e “f(s) &
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Proprieta della Trasformata Funzioni di ordine esponenziale

Funzioni trasformabili (1/3)

@ Non tutte le funzioni sono trasformabili, ad esempio

—+o00

L {etQ} (s) = / el” st qt
T 400
= [ erary [ ettt
- T

per ogni valore di s scegliendo T' > RE (s) si ha che

+o00
/ (=)t gy
T

non & convergente e quindi la funzione non & trasformabile per
nessun valore di s.

B
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Proprieta della Trasformata Funzioni di ordine esponenziale

Funzioni trasformabili (2/3)

Se f(t) & continua con limite di crescita: |f(¢)| < Me™Nt pert > T
allora & Laplace-trasformabile:

T “+00
e = [ foears [ e tar

T

Infatti

400

flt)e ™ dt‘ < /;Oo | F(t)e ™| dt < /;Oo MeNt et dt

T

+00 +o0
_ ANt~ RE(S) gy M/ S(N—RE()t g
T T

ed per RE(s) > N si ha che

400
li (N—RE(s))t dt =0
T—1>I-lr-loo T € &
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Proprieta della Trasformata Funzioni di ordine esponenziale

Funzioni trasformabili (3/3)

Definizione (Funzioni generalmente continue)

f(t) é generalmente continua se per ogni intervallo [0, T
@ ¢ discontinua al pit in un numero finito di punti

@ la funzione é limitata

Definizione (Funzioni di ordine esponenziale)

f(t) é di ordine esponenziale se é generalmente continua con limite
di crescita:

1f(t)| < MeN?t per t>T

Da ora in poi se non specificamente indicato assumiamo che le
funzioni considerate siano di ordine esponenziale e con derivate
generalmente continue fino all'ordine che a serve. §
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Proprieta della Trasformata Funzioni di ordine esponenziale

Teorema (1)

Sia f(t) di ordine esponenziale allora vale:

~

lim f(s) =0, seR

§—00

Derivazione: Assumendo s reale

Fof = | [T retal < [Tl a
< [ eweorg - M
0— s— N
ma
lim M =0

s—+oo0 s — N

B-
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Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita polinomiale ed esponenziale

Trasformata della crescita polinomiale ed esponenziale

@ Funzione di Heaviside
0 set<O;
u(t) =
1 set>0.

@ Crescita lineare
0 set<O;

t+—tu(t)—{

t set>0.

@ Crescita polinomale

. y 0 0 set<O;
t. =t u(t) =
i th set>0.

o 0 set <O0;
v(t) =a” u(t) =
a® set > 0. §




Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita polinomiale ed esponenziale

1

t 2 6
k!

k

t s 7
1

a’t _— 8

s —bloga

Attenzione, le funzioni a sinistra delle trasformate devono

A~

intendersi uguali a 0 per ¢t <0, cioe f(t) — f(s) in realta &
u(t)f(t) — f(s) dove u(t) € la funzione di Heaviside. &

Calcolo di alcune trasformate Trasformata della funzione di Heaviside w (%)

@ Definizione della funzione di Heaviside
0 set<O;

u(t) =
1 set>0.

@ Trasformata (assumendo RE (s) > 0):

£ {ul (s) = a(s) = / o u(t)e st dt = /0 ety

+o0
0-— S

B
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Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita lineare t w(t)

@ Definizione della funzione di crescita lineare
ty = tu(t)

@ Trasformata (assumendo RE (s) > 0):

_ +oo +oo
LAt} (s) =ty(s) :/ tu(t)e_Stdt:/ te st dt

+o0o +o0
1
— [_Ee—st] + _/ e—st dt
S 0— S _

17 1 Foo
=0+ - [——e_St]

B-
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Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita polinomiale tku(t)

@ Definizione della funzione di crescita polinomale

k k
th =t u(t)

@ Trasformata (assumendo RE (s) > 0):

— +o00 400
L{tﬁ}(s):t’i(s) :/ tku(t)e_Stdt:/ the=st dt

th Tkt
= [——e_St] —I——/ th=te=st ¢

S

0— S
k-

. : —~ L .
@ Usando I'induzione e tenendo conto che ¢, (s) = — si ha
s

k(o) =
t+(5)_8k+1 §




Calcolo di alcune trasformate Trasformata della crescita esponenziale a® tu(t)

@ Definizione della funzione di crescita esponenziale
v(t) = a® u(t)

@ Trasformata (assumendo RE (s) > bloga):

L {abt} (s) = /+<>O a’ u(t)e st dt = /+OO able=5t dt

+0o0 +00
_ / ebtlog a,—st 34 — / e(bloga—s)t dt

1 +o00
_ o(bloga—s)t
[(bloga—s) ]0
1
T s bloga

B-
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Calcolo di alcune trasformate Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione della derivata prima (1/2)

Teorema (Laplace trasformata della derivata prima)

Sia f(t) di ordine esponenziale con derivata generalmente
continua. Allora la trasformata della derivata prima diventa:

LA{f ()} (s) = sf(s) — F(OF)

(assumiamo che f(t) =0 pert <0)

Derivazione: Sia RE(s) >0e 8> 0:

/ o ft)e*tdt = | f(t)e—st]goo + s o f(t)e st dt
3 3

400

= @ s [ e a
e
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Calcolo di alcune trasformate Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione delle derivata prima (2/2)

da cui abbiamo

+o00 B 0 +0o0
/ f'(t)e stdt = éin% (e st dt + / f'(t)e dt]
—€ —Y LJ—e€ Ié]

. [ —sp oo —st
= éli% _—f(ﬂ)e + S/B fe *dt + O]
+o0
= —f(07) +3/0+ ft)e*tdt

poiché f(t) = 0 per t < 0 abbiamo fi f(t)e=stdt = 0 e quindi

400

L)} (s)=—F(07)+ s/ f(t)e st dt.

La trasformata di Laplace

Calcolo di alcune trasformate Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione della derivata k-esima

Teorema (Laplace trasformata della derivata k-esima)

Sia f(t) con le sue derivate fino alla k — 1 esima di ordine
esponenziale e la derivata k esima generalmente continua. Allora la
trasformata della derivata k-esima diventa:

L{rPm} (s) = s F(s) = D s fE= (0",

1=0

(assumiamo che f(t) =0 pert <0)

o

Derivazione: La derivazione & del tutto analoga alla derivazione per
la derivata prima applicando k volte I'integrazione per parti.

B
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Calcolo di alcune trasformate Trasformazione delle derivate e integrali

trasformazione dell’integrale

Teorema (Laplace trasformata dell integrale)

Sia f(t) generalmente continua, e g(t) definita come segue

o(t) = / f(2) dz

la trasformata L {g(t)} (s) = g(s) diventa:

Derivazione: Basta applicare la regola di derivazione per la
funzione g(t) e osservare che ¢'(t) = f(t) e g(0) = 0.

B-
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Altre proprieta della trasformata di Laplace Valori asintotici

Valori iniziali e finali

Teorema (Teorema del valore iniziale)

Sia f(t) di ordine esponenziale con derivata generalmente continua
allora vale:

~

f(0T) = lim sf(s) seR

s——+o00

Derivazione: Dal teorema 1 applicato a f’(t) abbiamo

0= lim L{f(t)}(s)= lim sf(s)— f(O%)

S——400 s——+00

B
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Altre proprieta della trasformata di Laplace Valori asintotici

Teorema (Teorema del valore finale)

Sia f(t) di ordine esponenziale con derivata generalmente continua
se esiste il limite f(+o00) = lim;— 1 f(t) allora vale:

-~

f(400) = lim sf(s) seR

s—0

o

Derivazione: Applicato la regola di trasformazione di f’(t) abbiamo

lim L{f'()}(s) = lim sf(s)— f(0T)

s—0t s—0Tt

lim L{f'(t)}(s) = lim Oof’(t)e—st dt = oof’(t) lim et dt

s—0+ s—0t Jo- 0— s—0+
= [ = stro0) - s00%)

Il passaggio del limite sotto il segno di integrale si puo fare per il teorema
della convergenza dominata di Lebesgue.
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Altre proprieta della trasformata di Laplace Valori asintotici

@ Moltiplicazione per t"

LA SO} () = (—1)" ()

@ Divisione per t. Sia g(t) = tf(t) allora per la formula

precedente
£ {9()} () = — L {7} (s)
che pud essere scritto come: 4L {@} (s) = —G(s) o meglio
{20 (9 =— [l a5+ 0 =Tt

La costante complessa C' va scelta in modo che Tz(s) soddisfi i
teoremi del valore iniziale e finale. Ovviamente lim,;_,q+ g(¢)/t
deve esistere ed essere finito. §
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Altre proprieta della trasformata di Laplace Funzioni periodiche e convoluzione

Teorema (Traformazione di funzioni periodiche)
Sia f(t+T) = f(t) pert > 0 allora vale

o S()edt

LAF@} () = "

Teorema (Traformazione del prodotto di convoluzione)

S (v 6] clafinien aome somE:
(F9)t)= [ Sl -
allora vale
L {f g} () = F(5)(s) J

L
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Tabella delle trasformate Trasformate di derivate e integrali

I
[ 1ea: 7o ;
f'(®) sf(s) — f(0T) 10
() s*f(s) = f'(0%) —sf(07) | 11
0| ) - j;is”‘j‘lfm(oﬂ 12
210 (1" Fls) 13
(f *9)(®) 7()3(s) 14 .
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Tabella delle trasformate Trasformate di funzioni elementari

EE—
e cos wt G _Sa; C:_w2
e sin wt = ;;2 . 16
e cosh wt s _Sa;a_ 2 17
e sinh wt = ;;2 — 18
et # 19
o oo s | ® .

0 t<0
of(t>_{n n<t<n-+1

0 t<0
Gg(t)—{—H 2n<t<2n+1

—1 2n+1<t<2n+2

0 t <0
6h(t)—{t—2n 2n <t <2n+1

2n+2—-1 2n+1<t<2n+2

]

~ e’ R lefS—1 ~ 1e’—1
J(s) = (es—1)s’ g(s)—ges+1 <)_s_265+1 E
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Esercizi sulle trasformate Trasformata di funzioni periodiche

0
11111 708 9
'
024

~ 1 s 1
f(s) = T2 Z”S —_F K 6 g(s) = arctan(s);
h(s) =

(s2+1)(s2+9)

B-
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B
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