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@ Condizioni al 1° e 2° ordine per minimi non vincolati
© Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

© Condizioni al 1° e 20 ordine per minimi vincolati

@ Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

© Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

@ Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

@ Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker
© Esempi di problemi di minimizzazione vincolata

© Matrici SPD su un sottospazio

@ Riassunto dei teoremi fondamentali &
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

[l problema

Data la funzione f : R" — RR:

minimizzare f(x)
xcR"

la seguente condizione di regolarita € assunta da qui in avanti per la
funzione f(x):

Assunzione (lpotesi di regolarita)

Assumiamo che f € C1(IR™) abbia gradiente Lipschitz continuo, cioé
esiste un v > 0 tale che

[Vi@)" - Vi@)'|| <7llz-yll, Ve,yeR"

5
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

[l problema

Definizione (Minimo globale)
Data la funzione f : R™ — R un punto x* € R"™ é un minimo globale se

f(z*) < f(z), VxeR"

Definizione (Minimo locale)

Data la funzione f : R™ — R un punto x* € R"™ & un minimo locale se

f(z*) < f(z), Ve B(x*;d).

Ovviamente un minimo globale & un minimo locale. Trovare un minimo
globale & in generale una cosa non facile.
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

[l problema

Definizione (Minimo globale stretto)

Data una funzione f : R™ — R un punto x* € R™ & un minimo globale
stretto se

f(z*) < f(z), VzeR"\{z"}.

Definizione (Minimo locale stretto)

Data una funzione f : R™ — R un punto x* € R™ é un minimo locale
stretto se

f(x*) < f(x), Vo € B(x*;9) \ {z*}.

v

Ovviamente un minimo globale stretto € anche un minimo locale stretto.

5
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

Condizioni necessarie al primo ordine

Lemma (Condizioni necessarie al primo ordine)

Data una funzione f : R™ — R che soddisfa le condizioni di regolarita.
Se un punto x* € R™ & un punto di minimo locale allora

viz*)! = o.

Dimostrazione.

Sia d direzione generica allora per § sufficientemente piccolo abbiamo

A (f(z* + Ad) — f(z*)) >0, 0<A<$é
cosi che

lim A H(f(z* + M) — f(z*)) = Vf(z*)d < 0,

poiché d & una direzione generica abbiamo Vf(z*)T = 0. O |
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

© La condizione necessaria al primo ordine non discrimina massimi,
minimi ne punti di sella.

@ Per distinguere massimi e minimi bisogna usare altre informazioni ad
esempio le derivate seconde di f(x).

© Con le condizioni al secondo ordine possiamo costruire condizioni
necessarie o sufficienti per distinguere massimi e minimi.

@ In generale usando solo le derivate prime e seconde nel punto * non
& possibile dedurre delle condizioni necessarie e sufficienti per
distinguere massimi e minimi.

5
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

Condizioni al secondo ordine necessarie

Lemma (Condizioni al secondo ordine necessarie)

Data la funzione f € C2(R") se un punto * € R™ & un minimo locale
allora Vf(z*)T = 0 e V2f(z*) & semi-definito positiva, cioé

d'V*(x*)d>0, VdeR"

Example

Questa condizione & necessaria ma non sufficiente, infatti consideriamo
f(x) = 22 — 3,

Vi(z) = (201, -323), V*(z)= <(2) —gm)

per il punto * = 0 abbiamo Vf(0) = 0 & V2f(0) semi-definita positiva,
ma O € un punto di sella non di minimo. P
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

Dimostrazione.

La condizione Vf(x*)T = 0 deriva dalle condizioni necessarie al primo
ordine. Consideriamo allora una direzione generica d, e la differenza
finita:
f(x* + \d) — 2f(x*) + f(z* — \d)
2

>0
usando la serie di taylor per f(x)
f(x* + \d) = f(z*) + Vf(z*)\d + >\22dTV2f(m*)d + o(\?)
e dalla precedente disegualianza
d"V*(x*)d + 20(\*)/A* > 0

passando al limite A — 0 e dalla arbitrarieta di d abbiamo che V2f(z*)

deve essere semi-definito positivo. [
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

Condizioni al secondo ordine sufficienti

Lemma (Condizioni al secondo ordine sufficienti)

Data la funzione f € C2(R") se un punto z* € R"™ soddisfa:
o Vi(z*)T =0;
@ V2f(x*) is definite positive; i.e.

d'V*(x*)d >0, Vd<cR"\ {0}

allora x* € R™ é un minimo locale stretto.

RENELS

Poiché V?f(x*) & simmetrica abbiamo

Amind! d < d"V2f(2)d < Amaxd! d

Se V2f(w*) é definita positiva abbiamo Apin > 0. 3

Minimi Vincolati 10 / 92



Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi non vincolati

Dimostrazione.

Consideriamo ora una direzione generica d, e I'espansione di Taylor per
f(x)

f(a* +d) = (") + Vi(@")d + 2d" Vf(a)d + of|d]?)

> f(@*) + 5 Amin |l + of[d]|*)

> f(x*) +

N = N =

Amin 1”1+ (1) 11t]?)

scegliendo d sufficientemente piccolo possiamo scrivere

1
(@ +d) > F(@) + A [P > F(@7), A0, |d] <5

cioé £* € un minimo stretto. ]




Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Minimizzazione vincolata

Problema

Sia data la funzione f € C2(R"™) e delle funzioni di vincolo hy, € C*(R")
conk=1,2,...,m.

Problema
Minimizzare f(x)
Soggetta ai vincoli: hi(x) = 0, k=1,2,....m

5

Minimi Vincolati 12 / 92



Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Teorema (dei moltiplicatori di Lagrange)

Sia data f € C%(R™) e una mappa di vincoli h € C*(R™,R™). Sia * un
minimo locale di f(x) soddisfacente i vincoli (cioé h(x*) =0). Se
Vh(x*) é di rango massimo allora esistono m scalari \j; tali che

Vi) = MVhi(z) =07 (A)
k=1
inoltre per ogni z € R™ che soddisfa Vh(x*)z = 0 vale la diseguaglianza
2T (VQf(as*) = Akv%k(m*)) z2>0 (B)
k=1

in altre parole la matrice VZ(f(x*) — X - h(z*)) é semi-definita positiva
nel Kernel di Vh(x*).

w
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Se x* & minimo locale allora esiste € > 0 tale che
f(x®) < f(x), Ve tale che: x € Bed h(x) =0

dove B ={z | ||z — x*|| < e}. Consideriamo quindi la successione di
funzioni

Ji(@) = f(@) + k[p@)|* +allz —2**, >0
e la successione di minimi locali (non vincolati) in B:
fr(xr) = min fi(z)
xeB

dimostreremo il teorema usando le condizioni di minimo non vincolato e
sfruttando il fatto che x;, — x*.

5
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 1: il limite della successione ¢ — & sta sul vincolo

Poiché la successione x; & contenuta nella palla compatta B allora esiste
al pill una sotto-successione convergente x, — & € B. Per semplificare
assumiamo che x; — & € B. Consideriamo xj, dalla sua definizione
avremo

fr(@r) < fu(a®) = f(@*) + k |h(z)|* + allz* — z*|* = f(=")
e inoltre
fe(@r) = f(m) + K [h(zp) | + o o), — a7|* < f(z*)
per cui avremo
Bl |2 + a llz, — 2| < f(a") - min f(w) = C < +o0

da questo segue
lim ||k 2=
lim ()]* = 0 5

ciog ||h(x)| =0
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 2: il limite della successione x} & x*

Consideriamo
fil@r) = f@) + k(@) |” + oo, - 2*|* < f(2)

da cui segue

oy, —a*||* < f(@*) = flax) = k|h(z)]? < f&¥) - f(z)
passando al limite per kK — oo e sfruttando la continuita delle norme

klirroloa ek — w*H2 <alz-— m*HQ < f(z") - f(=)
poiché ||h(z)|| = 0 e * & un minimo in B che rispetta il vincolo avremo
afE —2*|® < fa*) - f(®) <0

cioe T = x*. &
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 3: costruzione dei moltiplicatori

Poiché gli @) sono minimi locali non vincolati per fi(x) allora avremo
V f(ay) = V(@) + £V [h(@)|* + oV @, — 2> = 0
ricordiamo che
Vz|? = V(@ @) = 27,
Y [h(@)|? = V(h(z) - h(z)) = 2h(z)" Vh(z)
da cui segue (facendo i trasposti delle matrici)

Vf(zp)T 4 2kVh(z,)Th(xy) + 2a(z) — ) = 0

5
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 3: costruzione dei moltiplicatori

Moltiplicando a sinistra per Vh(xj) otteniamo
Vh(zp)V f(2r)" +2kVh(z)Vh(z))" h(z:)
+2aVh(xy)(xy —x*) =0

poiché Vh(x*) € R™*™ ha rango massimo da un certo k in poi per
continuita tutte le Vh(xx) hanno rango massimo e quindi
Vh(x,)Vh(z,)T € R™*™ sono matrici quadrate invertibili, da cui

2kh(wy) = — (Vh(zx)Vh(zi)T) " Vh(z) [V (@) + 20(m) — 27)]
e passando al limite per k — oo

lim 2kh(xy) = — (Vh(:n*)Vh(a:*)T)_l Vh(z*)Vf(z*)"

k—o0 &
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 3: costruzione dei moltiplicatori

Definendo limg_, 2kh(xy) = A dove
A = (Vh(z*)Vh(z")T) " Vh(z*)Vf(z*)"
sostituendo nella
Vf(xr)" +2kVh(xy) h(zxy) + 2a(zp — %) = 0
passando al limite per kK — oo otteniamo

Vi) - Vh(z")TA=0

5
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

Poiché gli ) sono minimi locali non vincolati per fi(x) allora le matrici
2
V= fr(xk)
sono semi-definite positive, cioe
T2 n
2"V fr(xg)z > 0, VzeR
inoltre

V2 fu(zr) = V2 f(zp) + kV? |h(zp)|” + 20V (z), — z¥)

= V2 f(@e)" + kYD hi(ar)® + 201
=1

5
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

sostituendo
V2hi(z)? = V(2hi(x)Vhi(z)T)
= 2Vhi(x)TVhi(x) + 2hi(2)V2hi ()
nella espressione dell’Hessiano otteniamo

Vka(CCk) = sz(cck) + 2ad

+ 2k Vhi(@) " Vh(ay)
=1

+ 2k i hi(xk)V2hi(z)

=1 &
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

Sia z € R™ allora abbiamo 0 < 27'V?2 fi.(x)z cioe

0 < 2"V f(wr)z+ Y (2khi(zy)) 2" Vhi(ap)2
=1

+ 2a|z|* + 2k | Vh(zk) 2|
La diseguaglianza precedente vale per ogni z € R™ quindi anche per ogni

successione z;. Consideriamo quindi una generica successione z; — z e
passando al limite per £ — oo

0 < 2T'V2f(x*)z + 20 ||2]* + klim 2%k | Vh(xy) 2|
e

+ 3 lim (2khi(ay) [T 92hi(2")2]

i=1" &
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

ricordando che limg_, o (2kh;(x)) = —\; abbiamo
0 < 2TV2f(x*)z + 2a||z|? Z)\ [27V2hi(z%)z]

+ lim 2k ||Vh($k)zk‘|2
k—oo

se valesse Vh(xy)z, = 0 tenendo conto che av > 0 puo essere scelto
arbitrariamente piccolo otterremmo

0<2IV2f(x")z — Z Ni [27V2hi(z*)z]

i=1

che e la relazione cercata. &
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

Consideriamo quindi z; come la proiezione di z nel Kernel di Vh(xy)
cioe

2z = z — Vh(zy)T [Vh(mr) Vh(a) "] Vh(ay)2
infatti
Vh(xy)z, = Vh(zi)z
—Vh(ap)Vh(zi)" [Vh(zy)Vh(ze)T] " Vh(zy)z
= Vh(xzr)z — Vh(xr)z =0
Resta ora da dimostrare che limy_, 2 = z se z & nel kernel di Vh(x™).

5
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Teorema dei moltiplicatori di Lagrange

Dimostrazione

Passo 4: condizioni necessarie di minimo

Consideriamo il limite

lim z, = z — lim Vh(axy)? [Vh(a:k)Vh(a:k)T]_l Vh(xy)z

k—oo k—oo
= z — Vh(z*)" [Vh(z*)Vh(z")"] " Vh(z")z
e quindi se z & nel kernel di Vh(z*) cioeé Vh(x*)z = 0 abbiamo
lim z, = 2z
k—o0

e questo conclude la dimostrazione.

5
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi vincolati

Condizioni necessarie al primo ordine

e f € CY(R") funzione da minimizzare
e h € C}(R™,R™) mappa di vincoli
@ h(x*) =0 ed Vh(z*) & di rango massimo

Se «* un minimo locale di f(x) allora esistono m scalari A tali che
V@)= MVhi(z")
k=1

cioe il gradiente della funzione & nello spazio lineare generato dal
gradiente dei vincoli, cioé

Vf(x*) € sPAN{Vhi(z*), Vha(x"),..., Vhn(z")}

5
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi vincolati

Condizioni necessarie al secondo ordine

e f € C%(R") funzione da minimizzare

e h € C}(R™,R™) mappa di vincoli

e h(z*) =0 ed Vh(x*) & di rango massimo

Se «* un minimo locale di f(x) oltre a soddisfare le condizioni

necessarie al primo ordine per ogni z € R” che soddisfa Vh(z*)z =0
vale la diseguaglianza

2T (VQf(:c*) - Z )\kvzhk(m*)> z>0
k=1

in altre parole la matrice VZ(f(x*) — X - h(z*)) & semi-definita positiva
nel Kernel di Vh(z").
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Condizioni al 1Y e 2° ordine per minimi vincolati

Condizioni sufficienti al secondo ordine

e f € C%(R") funzione da minimizzare

e h € C?(R™,R™) mappa di vincoli

@ h(x*) =0 ed Vh(z*) & di rango massimo

@ x* soddisfa le condizioni necessarie al primo ordine

Se per ogni z € R™ \ {0} che soddisfa Vh(x*)z = 0 vale la
diseguaglianza

m
2T (VQf(a:*) — Z /\kVQhk(a:*)> z>0
k=1
Allora * & un minimo locale. In altre parole se la matrice

V2 (f(:l:*) - h(a:*)) e definita positiva nel Kernel di Vh(x*) allora
x* & un mimino locale. &
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Quando si affronta un problema di minimo vincolato del tipo:
minimizzare: f(x)
soggetta ai vincoli
h(x)=0
Conviene definire la Lagrangiana
L(x,A) = f(x)—X-h(x)

In modo che i punti di minimo/massimo sono i punti stazionari di
L(x, ) ciog

Vo L(x, ) = Vof(x) = ATV, h(z) =0
VaL(z,A) = h(z) =0 B
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Consideriamo una coppia (¢, A) che soddisfa
V.L(x,A)=0 ViaL(x,A) =0

e la matrice

V2L(z,\) = Z)\kVQhk

allora le condizioni necessarie e sufficienti per avere un minimo/massimo
locali sono le seguenti: (prossimo lucido)

5
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

e Se x & punto di minimo locale allora V2£(x,A) & semi-definita
positiva nel Kernel di Vh(x*), cioe

2IV2L(x, Nz >0, Vz € Ker{Vh(z")}

Se x & punto di massimo locale allora V2L£(x, \) & semi-definita
negativa nel Kernel di Vh(x*), cioé

2TV2L(x, Nz <0, Vz € Ker{Vh(z")}
@ Se V2L(x, ) & definita positiva nel Kernel di Vh(z*), cioe
2IV2L(x, Nz > 0, Vz € Ker{Vh(z")} \ {0}

allora « & punto di minimo locale. Analogamente se V2L(x, \) &
definita negativa nel Kernel di Vh(x*), cioé

2TV2L(x, )z <0, Vz € Ker{Vh(z")} \ {0}

allora x & punto di massimo locale. &
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Esempio

Trovare i punti di massimo e minimo della funzione

flay) =e"

2

soggetta al vincolo
h(z,y) =z —y°
costruiamo la lagrangiana
L(x,y,\) = ey Mz — 3?)

i punti stazionari soddisfano il sistema

Vi L(x,y,\) = 22"V —A=0

VyL(z,y,\) = =2 yegﬂZ_y2 +2\y =

VaL(z,y,\) = —z+3° =0 &
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Esempio

i punti stazionari sono:

x Y A
0 0 0
1 1 -1
2 2 ¢!
1 1
2 "3

il grediente dei vincoli

Vh(z,y) = (1,-2y)

mentre |'Hessiano vale

T
(@.y) —4zxye” Y (4y? —2)e® 7Y + 27

5

Minimi Vincolati 33/92



Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Esempio

Primo punto x =y =X =0:

Vh(0,0) = (1,0)
) (20
V2, ,£(0,0,0) = <o L
i vettori nel kernel di VA(0,0) soddisfano:
Vh(0,0) (”7’1) =2 =0
22
e quindi sono della forma 27 = [0, o]

(0 a) <(2) _02> (2) =—2a><0

quindi € un punto di massimo locale. &
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Esempio

2 L1 0\ a3 V2
Vi 7y)£<2,ﬂ,e i) =e V3 2

i vettori nel kernel di VA(0,0) soddisfano:

( )—zl—\@zQ—o

e quindi sono della forma 27 = [a/2, a]

e (a2 a) <_i’/§ _f> <O‘f) = 4e70? >0

quindi & un punto di minimo locale. &
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Uso pratico dei moltiplicatori di Lagrange

Esempio

2 11 1\ o3 V2
v(w)£<2, 2 ¢t V22

i vettori nel kernel di VA(0,0) soddisfano:

Vh(0,0) (?) — 21 +V22 =0
2

e quindi sono della forma 27 = [aV/2, —a]

i (avE —a) (7 Vf) ("VF) =ttt >0

quindi & un punto di minimo locale. &
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Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

o Aggiungendo una variabili ausiliarie €5 per ogni diseguaglianza di

Minimizzare flx)
Con vincoli hi(x) =0, E=1,2,....m
gr(x) >0, k=1,2,....p

@ questo viene trasformato nel problema di minimo vincolato
Minimizzare Fly) =F(xz,e) = f(x)
Con vincoli Hi(y) =0, E=1,2,....m+p
dove
Fly) = F(z,e) = f(=)

hy(x) per k <m

1

Hi(y) = Hi(x,e) = {gk—m(m) _ igi—m per k>m &
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Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Dato il problema
Minimizzare F(y)
Con vincoli Hi(y) =0, k=1,2,....m+p

possiamo usare le condizioni precedentemente sviluppate per
caratterizzare i punti di massimo e minimo vincolato.

Sfruttando la struttura del problema si possono scrivere le condizioni al
primo e secondo ordine in modo che la variabili slack (gli ;) non
compaiono nella formulazione.

Queste condizioni prendono il nome di condizioni KKT (di
Karush-Kuhn-Tucker)
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Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Condizioni al primo ordine:
Data la Lagrangiana

L(x, e, p) Z)\khk

Mﬁ
/—\
Ne)
>
8
S~—
|
DN | —
Q)
ENIN)
~__

k:l

il gradiente nullo diventa

Vo.L(x, e, A, ) Z)\thk Zungk
241 €1
Vgﬁ(m,E,)\, ll') =
Hop €p
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Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Osservando che 3¢7 = gi(x) la condizione diventa

Z Ak Vhy(z) + Z 1V gr ()

k=1
0 = prgr(x)

inoltre I'Hessiano vale

V2L(x, e, A p) Zxkv%k Z,U«kvzgk

5
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Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Calcoliamo I'Hessiano rispetto a «, €

M1
V?E(m, g\ 1) =

I
S

Hp
V.V L(x,e,A,u) =0
e quindi

ViL 0
2 _ T
V(%E)/L(aj,e,)\, ME < o M)

5
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Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Calcoliamo il Gradiente dei vincoli rispetto a x, €

OH(x,e) <Vh(:c) 0 >
o(x,e)  \Vgx) —E

dove

€1

Il vettore (z,w) tale che
(va@ &) (2)- ()

Minimi Vincolati 42 /92



Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni necessarie diventano quindi

p
2'V2Lz + Z prwi >0

k=1
per ogni z e w tali che
Vh(z)z =0
Vg(x)z = Ew

5
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Trasformazione dei vincoli di diseguaglianza

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Consideriamo i vincoli attivi, cioe k € A(x) cioe gi(x) = 0 abbiamo
€r = 0 e quindi wy pud assumere qualunque valore senza modificare z di
conseguenza usando z = 0 e scegliendo (w); = [0;x] otteniamo

0" (V2L)0 + e >0 20
Vgr(x)z =0

Consideriamo i vincoli non attivi, cioe k ¢ A(x) ciog gi(x) > 0 abbiamo
er # 0 e dalle condizioni al primo ordine pp = 0. Quindi wy pud
assumere qualunque valore senza modificare la forma quadratica, di
conseguenza

Vgr(x)z = erwy,

pud assumere qualunque valore. &
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Minimizzazione vincolata

Problema

Sia data la funzione f € C2(R"™) e delle funzioni di vincolo g € C?(R™)
(k=1,2,...,p) ed hy € C3(R") (k=1,2,...,m).

Problema
Minimizzare f(x)
Soggetta ai vincoli: gr(x) >0, k=1,2,...,p
hi(x) =0, k=1,2,....,m
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker al primo ordine

Teorema (F.John)

Sia data f € C(R™) e le mappe di vincoli g € C'(R™, RP) e

h € C}(R™,R™). Condizione necessaria che x* sia un minimo locale &
che esistano m + p + 1 scalari (non tutti zero) tali che che seguenti
condizioni siano soddisfatte

AV (x Zungk ZAthk =
hi(x*) =0, k=1,2,...,m;
gr(x*) >0, k=1,2,...,p;
ngk(m*) = 0’ k= 1527 By 2
szo’ k;:1727"'7p; s
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Definizione (Qualificazione dei vincoli)

Dati i vincoli di diseguaglianza g € C*(R"™, R?) e di uguaglianza
h € C2(R™,IR™). Diremo che nel punto =* sono qualificati se
® gp(x*) =0, ke A(x*);

° gp(xz*) >0, k¢ A(x*);

inoltre i vettori

{Var(z*) : k € A(x")} U {Vhy(z*), Vha(z"), ..., Vhu(z")}

sono linearmente indipendenti.

5
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker al primo ordine

Teorema (Condizioni KKT al primo ordine)

Sia data f € C'(R™) e le mappe di vincoli g € C*(R"™,RP) e

h € CY(R™,R™). Se z* soddisfa la qualificazione dei vincoli allora
condizione necessaria che x* sia un minimo locale é che esistano m + p
scalari tali che le seguenti condizioni siano soddisfatte

)=20
Mzgk(m ):0’ k:17277pa
0

NZ;Z ) k:1727)pa
dove
p m
Llm, A p) = f(x) = ppge(@) =Y A hy()
k=1 k=1 13
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker al secondo ordine

Teorema (Condizioni KKT necessarie al secondo ordine)

Sia data f € C2(R™) e le mappe di vincoli g € C*(R"™, RP) e

h € C2(R",R™). Se x* soddisfa la qualificazione dei vincoli allora
condizione necessaria che x* sia un minimo locale é che esistano m + p
scalari che soddisfano le condizioni al primo ordine e inoltre

2IV2L(x*, N u)z > 0
per ogni z tale che
Vhi(x*)z =0, k=1,2,...,m
Vgi(x*)z =0, se k € A(x™)

Inoltre deve valere 1, > 0 per ogni k € A(x*).
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Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker al secondo ordine

Teorema (Condizioni KKT sufficienti al secondo ordine)

Sia data f € C2(R™) e le mappe di vincoli g € C*(R"™, RP) e

h € C2(R",R™). Se x* soddisfa la qualificazione dei vincoli allora
condizione sufficienti affinché x* sia un minimo locale é che esistano
m + p scalari che soddisfano le condizioni al primo ordine e inoltre

2IV2L(x* N, u)z > 0
per ogni z # 0 tale che
Vhi(x*)z =0, k=1,2,...,m
Vgi(x*)z =0, se k € A(x™)

Inoltre deve valere 1, > 0 per ogni k € A(x*).
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Minimizzare

flz,y) =2 —ay

Soggetto ai vincoli
gi(zy) =1-a>—y* >0

gz, y) =1—(2—1)>—y*> >0

5
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Lagrangiana

E(xvymulmu2) = xQ — Y

— m(l—2* —y?)
— pa(1 = (z = 1)* =4

Gradiente rispetto (z,y)

oL

— =2z — 2 2(x —1
5 T —y+2wp +2(x — 1)po
oL

_— = — 2

3 x4+ 2y(p1 + p2)
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Cerco il minimi nella parte interna del dominio (i.e. 13 = p2 = 0). Devo
risolvere

0=2x—y
0= -2z
soluzione x = 0, y = 0. Controllo se soddisfa i vincoli
91(0,0) =1>0
92(0,0) =0>0

Da cui segue che il secondo vincolo & attivo. Questa soluzione va
scartata.

5
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Attivo solo il primo vincolo (i.e. pu2 = 0). Devo risolvere

0=2x—y—+ 2z

0=—24+2ym
1= 2%+ y?
Trovo 4 soluzioni
€T Y H1

+1/2vV2-vV2 2z (1+v2) (V2-1)/2
+1/2vV2+v2 2(1-v2) —(vV2+1)/2

La 3za e 4ta soluzione vanno scartate in quanto p; < 0. &
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Controllo se le prime 2 soddisfano il secondo vincolo

.1‘1,3/1 \/2— 2—1——023 <0
g2(w2,y2) = —\/2 —V2-1=-176...<0

Nessuna delle due soddisfa il vincolo, quindi tutte le soluzioni alla fine
vanno scartate.

5
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Attivo solo il secondo vincolo (i.e. ©3 = 0). Devo risolvere
0=22—y+2(x—1)p
0= —24 2yus
1= (x—1)2+4°

Trovo 3 soluzioni

x Y 12

0 0 0
G-VD/A 1+VD)/A VT/2-1
G+VT/4A 1-VT)/4A —VT/2-1

La 3za soluzione va scartata in quanto ug < 0. &



Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Controllo se le prime 2 soddisfano il secondo vincolo
g2(x1,51) =1>0
ga(z2,y2) = (VT —13)/2=—0.177... <0

Solo la prima soddisfa il vincolo.

5
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Attivo entrambi i vincoli. Devo risolvere
0=2x—y+2xu; +2(x—1)pue
0= —x+2y(u1 + u2)

1 =2 +y?
1= (z— 1)2 + ¢
Trovo 2 soluzioni
T Y M1 H2

/2 V3/2 —1/2+1/V3 1/2-1/(3V3)
1/2 —V3/2 —1/2—1/V/3 1/2+1/(3V3)

5
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

In conclusione abbiamo i seguenti candidati che rispettano le KKT al
primo ordine

T ) H1 2

0 0 0 (¥ 0
/2 V3/2 —1/2+1/V3 1/2—1/(3V3)
1/2 —v3/2 —1/2-1/V3 1/2+1/(3V3)

ora possiamo controllare le condizioni al secondo ordine.
(*) questo vincolo & attivo anche se il moltiplicatore & nullo.

5
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Il gradiente dei vincoli ed Hessiano

Vg(z,y) = <2(fo 1) 33)

2(1 4 py + p2) —1

2 _

V(x,y)ﬁ(xyyhula/’@) - < -1 2(”1 4 ,u2)

Per il primo punto il gradiente del vincolo attivo vale:
V41(0,0) = 0"

Essendo nullo in questo punto i vincoli non sono qualificati!. Non posso
applicare il teorema sulle condizioni KKT.

5
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Esempio di uso delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Esempio di uso delle condizioni KKT

Soluzione con Attivazione/Disattivazione dei vincoli

Per il secondo punto devo cercare (z1, z2) tali che:

1 V3\ (=1 (0
—1 \/§ Z2 o 0
cioé z1 = z9 = 0. Quindi il punto soddisfa le condizioni necessarie per un

minimo ma non quelle sufficienti.
Per il terzo punto devo cercare (z1, z2) tali che:

1 —\/g Z1 . 0
-1 =3 2/ \O
cioé z; = z5 = 0. Quindi il punto soddisfa le condizioni necessarie per un

minimo ma non quelle sufficienti.
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Esempi di problemi di minimizzazione vincolata

Soluzione ai minimi quadrati di equazioni lineari

@ Minimizzare

@ Soggetto ai vincoli

B
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Esempi di problemi di minimizzazione vincolata

Disuguaglianza di Kantorovich

@ Minimizzare
f(x) = (T Az)(zT A 1x)
@ Soggetto ai vincoli
h(z)=aTz—1
Se A & simmetrica e definita positiva

()\min + )\max ) 2

min f(x) = Do
min/‘max

5

Minimi Vincolati 63 / 92



Esempi di problemi di minimizzazione vincolata

Ottimizzazione di un semplice Circuito

(problema di Chong Zak)

Consideriamo il circuito in figura. |l generatore di tensione ha una
tensione di 20V mentre Ry = 10€). La resistenza & incognita e deve
minimizzare la potenza dissipata su Rj.

@ Massimizzare la potenza R,
dissipata su R, cioe

minimizzare IVV\’

f(Ry,i) = —Ry i +
@ Soggetta ai vincolo <> E1 § R1
g(RbZ) = Rl >0

h(Ry,i) = 20 — (Ry +10)i = 0

5
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Esempi di problemi di minimizzazione vincolata

Massimizzazione di un volume

Siano z, y, z larghezza altezza e profondita di un parallelepipedo.

Trovare le dimensioni che massimizzano il volume a parita di superficie
S.

@ Minimizzare

f(@,y,2) = —wyz

@ Soggetta ai vincolo

hMz,y,2) =2(xy+yz+x2)— S =0
9n(@,y,2) = >0
92(x,y,2) =y 0
93(x,y,2) = 2 >0

5
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Esempi di problemi di minimizzazione vincolata

Distribuzione anelli di una catena

Sia data una catena composta da n + 1 anelli, fissata al soffitto in (0,0),
(L,0). Siano (x,yx) i punti di contatti interni della catena. Vogliamo
calcolare la posizione delle maglie della catena sottoposta a gravita.

@ Minimizzare I'energia potenziale L
n—1
Fly)=> u
k=1

@ Soggetta ai vincoli

Yo = Yn = 0, @
4=

xg =0, x, =L,

(zk — 26-1)* + (Yo — yp—1)? = &
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Matrici SPD su un sottospazio
Matrici SPD su un sottospazio

Per verificare le condizioni KKT spesso bisogna vedere se una matrice A
¢ definita positiva nel kernel di un’altra matrice B. Cioé abbiamo il
problema

Problema (SPD vincolata)

Determinare se la matrice A € R™*"™ é definita positiva nel kernel di
B € R™*" (m < n) cioé

xl Az > 0, Vo #£0, tale che Bx =0

oppure se la matrice A é semi-definita positiva nel kernel di B cioé

' Az >0, Va, tale che Bx =0

4

5
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Matrici SPD su un sottospazio

Per risolvere il problema precedente & necessario il seguente teorema

Teorema (Sylvester)

Una matrice simmetrica A é definita positiva se e solo se tutti i
determinanti dei minori principali sono positivi. In altre parole sia A e
Dy, un minore principale

a1l a2 ... Qinp ai] a2 ... Qg

a1 a2 ... Q2p a1 a22 ... Qa9k
A= . . 5 Dk = )

anl An2 ... QAapn ar1 Qg ... Qg

allora

A ¢ SPD & |D| >0, k=1,2,...,n

5

Minimi Vincolati 68 / 92



Matrici SPD su un sottospazio

Nel caso di Matrici semi-definite positive dalla osservazione
T Az +exx >0, Yo #0

Possiamo applicare il teorema di Sylvester alla matrice A +cI. Se
questa soddisfa il criterio per ogni € > 0 allora la matrice A &
semi-definita positiva. Un contro esempio si ha per la matrice P

111 11 111
P=[111 ()] =1, ‘(1 1)‘:0, 11 1]=0
110 110

ma per la matrice perturbata P + ¢l

arel=1ee [(1T71)|—eera,

1 1+¢
1+e¢ 1 1
1 14e 1||=¢e(264+e?2-2)<0 seec<V3—1
1 1 €
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Matrici SPD su un sottospazio

Ad esempio la matrice

3 2 11

2 3 01

A= 1 0 3 2

1 11 3

¢ SPD infatti
3 2
|(3)]=3>0, ‘(2 3>‘_5>0
321 2301
2 3 0)|=12>0 =24>0

10 3 1 0 3 2
1 11 3

5
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Matrici SPD su un sottospazio

Sia K € R™*P una matrice tale che
Q@ BK=0
@ Se x ¢ tale che Bx = 0 allora * = K« per un opportuno a € RP

allora
' Az > 0, VY #0, taleche Bx =0
€ equivalente a dire che la matrice
KTAK

e definita positiva. In modo analogo per dire se & semidefinita positiva.

5
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

Consideriamo le matrici

3031
0300 11 0 0
A=13 03 0] B_<o1—11>
1001

Cerchiamo ora i vettori v tali che Bv = 0:

U1
11 0 0\ (fw]| _ (0
01 -1 1 vy | \O
V4
otteniamo le seguenti relazioni lineari
v+ v2 =0,
v —v3t+wvs =0 &
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

Possiamo cercare le soluzioni non triviali del sistema omogeneo
v1 +vg = 0,
vo —v3+vg =0

osservando che v9 = —vy poniamo v; = « e quindi v3 = —au.
Sostituendo nella seconda equazione otteniamo

—a—v3+v=0

ponendo vz = (3 otteniamo vy = a + 3. Cioé i vettori nel Kernel di B
sono del tipo

a+f &
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio (3/4)

Possiamo scrivere la relazione precedente come prodotto matrice vettore

o 1 O
—Q -1 0 o
B 1o 1)\p
a+f 1 1
da cui
1 0
-1 0
K= 0 1
1 1

5
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

Proiettiamo ora la matrice A nel kernel di K (cioe la matrice K

30 31 1 0
T (1 -1 0 1 03 00 -1 0] (9 5
K AK = (O 0 1 30 30 0 1] \b 4
10 01 1
Applichiamo ora il criterio di Sylvester ottenendo
9 5
[(9)]=9>0, ’(5 4>‘11>O,

cioé la matrice A & definita positiva nel kernel di B. Osserviamo che per
il criterio di Sylvester A non & SPD! in generale.
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Matrici SPD su un sottospazio

Caso generale

@ Come fare per trovare la matrice K € R"*P per una matrice
B € R™*"™ generica ?

@ Un modo molto semplice per costruire K & usare il metodo di Gauss.

@ se ad esempio dopo un certo numero di operazioni di riga e colonna
abbiamo messo la matrice B nella forma

(I Q)

dove I € R™*™ ed Q € R™*(™=™)_ Allora le prime m componenti
del vettore generico sono determinate dalle rimanenti componenti che
possono essere prese come parametri liberi.

5
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

Consideriamo la seguente matrice

10 0 031 O
00 0 001 1
B= 01 -1011 -1
10 0 031 O

Aggiungiamo una riga di etichette e applichiamo il metodo di
eliminazione di Gauss alla matrice:

V1 V2 V3 Vg4 V5 Vg U7
1 0 0 0 3 1 O
0o o 0 o0 0 1 1
0 1 -1 0 1 1 -1
1 0 0 0 3 1 O
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

Elimino 1 dalla ultima riga ([4] < [4] — [1])

Ul Vg V3 V4 Uz Vg VU7
1 0 0 0 3 1 0
0O 0 0 0 0 1 1
o 1 -1 0 1 1 -1
O 0 0 O 0 0 O

Scambio seconda e terza righa ([2] < [3])

Ul Vg V3 V4 Uz Vg VU7
1 0 0 0 3 1 0
o 1 -1 0 1 1 -1
O 0 0o O o0 1 1
0O 0 0 O 0 0 O
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

Scambio colonna 3 con la colonna 6

V1 V2 Vs Vg4 Vs V3 U7
1 0 1 0 3 O 0
o 1 1 0 1 -1 -1
0O 0o 1 0 0 O 1
0O 0 0 0 O 0 0

Elimino 1 in terza colonna dalla prima e seconda riga ([1] < [1] — [3] ed
2] =21 =13])

VU1 V2 Vg V4 Vs U3 v7
1 0 0 0 3 0 -1
0 1 0 O 1 -1 -2
0o 0 1 0 0 O 1
0 o 0 0 0 0 O
5
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

Da questa ultima matrice otteniamo le relazioni
v = 3vs — vy
Vo = 1)5—1)3—2’1)7
Ve = U7
i parametri liberi sono wvs, v4, vs, v7. Poniamo vs = «, v4 = (3, v5 =7,
vy = § otteniamo la soluzione geneale
v1=3y—90, va=v—a—20, v3=aq,

U4:/87 Us =7, U6:57 7)7:57

5
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Matrici SPD su un sottospazio

Esempio

La soluzione
v1=3y—90, v=v—a—20, v3=aq,
U4:/87 U5 =7, U6:57 '07:57

puo essere scritta come prodotto matrice vettore

V1 0 0 3 -1
() -1 0 1 -2
v3 1 00 of(%
ml=]10 10 0 b
vs 0 01 0 g
Vg 0 0 0 1
vy 0 0 0 1
e quindi abbiamo determinato la matrice K. &
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Riassunto dei teoremi fondamentali

Riassunto dei teoremi fondamentali

Mettiamo qui di seguito alcuni teoremi fondamentale per la ricerca dei
minimi vincolati nella versione piu estesa possibile senza esagerare.

Definizione (Punto ammissibile)

Il punto x* & un punto ammissibile se
hk(m*)zo /{?:1,2,...,771

ge(x®) > 0 k=1,2,...,p

5
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Riassunto dei teoremi fondamentali

Definizione (vincoli attivi)
Il seguente insieme
A(z®) = {k | gr(z®) = 0}

é detto insieme (degli indici) dei vincoli attivi. Possiamo anche separare
questo insieme in due sottoinsiemi

AT (@", p*) = {k | go(2”) =0, pi >0}
A(a, ) = {k | gr(z*) =0, pj=0}

At (x*, u*) sono i vincoli fortemente attivi e A(x*, u*) sono i vincoli
debo/mente attivi.

Ovviamente

2 ) (VA (@) =0 ed A" w) | JAT (2" 1) = Alz")

5
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Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Nello studio delle condizioni di ottimalita i vincoli e i loro gradienti non
potranno essere arbitrati, ma dovranno soddisfare delle proprieta
analitiche/geometriche per poter dire qualcosa sul punto candidato alla
ottimalita. Queste proprieta si chiamano qualificazione dei vincoli. La
pit semplice (ma anche stringente) richiesta & I'indipendenza lineare (LI)

Definizione (Qualificazione dei vincoli LI)

Dati i vincoli di diseguaglianza g(x) e di uguaglianza h(x). Diremo che
nel punto ammissibile x* sono qualificati se i vettori

(Vae(a*) : k€ A@®)} U{Vhi(z*), Vha(x*), ..., Vhn(z*)}

sono linearmente indipendenti.

5
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Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Qualificazione di Mangasarian-Fromovitz

Questa qualificazione & molto meno stringente della precedente

Definizione (Qualificazione dei vincoli MF)

Dati i vincoli di diseguaglianza g(x) e di uguaglianza h(x). Diremo che
nel punto ammissibile x* sono qualificati se non esiste una combinazione

lineare
Z arVgr(x®) + Zﬂthk(:L‘*) =0
keA(x*) k=1

con ay, > 0 per k € A(x*) ed oy, e By non tutti nulli. Cioé non esiste
una combinazione lineare non triviale del vettore nullo nella quale a, > 0

con k € A(x").
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Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Qualificazione di Garth P. McCormick

Definizione (Qualificazione dei vincoli (1 ordine))

Dato il punto ammissibile * diremo che i vincoli sono qualificati al
primo ordine se per ogni direzione d che soddisfa

Vhi(x*)d = 0, ke {l,2,...,m},
Vr(xz*)d > 0, ke A(zY),
esiste una curva © € C'(R,R") ed un € > 0 tale che per 0 <t < .
x(0) =
z'(0)

hi(z(t)) = 0, ke{l,2,...,m},

xz*,
da gk(x(t)) > 07 ke {1721 500 7p}

5
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Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Qualificazione di Garth P. McCormick

Definizione (Qualificazione dei vincoli (2 ordine))

Dato il punto ammissibile * diremo che i vincoli sono qualificati al
secondo ordine se per ogni direzione d che soddisfa

Vhi(x*)d = 0, ke{l,2,...,m},
Vi(x*)d = 0, ke A(zY),
esiste una curva © € C2(R,R") ed un € > 0 tale che per 0 <t < .
x(0) =
z'(0)

", hi(z(t)) = 0, ke{l,2,...,m},
d, gr(x(t)) =0, ke Alx").

5
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Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Teorema (Condizioni KKT al primo ordine)

Sia data f € C1(R™) e le mappe di vincoli g € C}(R"™,RP) e

h € C}(R™, R™). Se z* soddisfa la qualificazione dei vincoli allora
condizione necessaria che x* sia un minimo locale é che esistano m + p
scalari tali che le seguenti condizioni siano soddisfatte

Ve L(x", A",

) =0
prgr(®) =0, k=1,2,....p;
0,

k=1,2,...,p;

dove

L(z, A, p) = Zuk gr(x ZAk hi(x

Be
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Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Teorema (Condizioni KKT necessarie al secondo ordine)

Sia data f € C*(R™) e le mappe di vincoli g € C*(R"™,RP) e

h € C}(R™,R™). Se x* soddisfa la qualificazione dei vincoli allora
condizione necessaria che x* sia un minimo locale é che esistano m + p
scalari che soddisfano le condizioni al primo ordine e inoltre

d'V2L(x*, X pu*)d > 0
per ogni d tale che
Vhi(z*)d =0, k=1,2,....m
Vgr(x*)d =0, se k e A(x™)

4

Si puo usare una condizione piu stringente sostituendo I'ultima equazione
con:

Vgr(z*)d =0, se k € AT (z")
Vgr(x*)d > 0, se k € A(z*) &



Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Riassunto teoremi fondamentali

Teorema (Condizioni sufficienti al secondo ordine (G.P.McCormick))

Sia data f € C*(R™) e le mappe di vincoli g € C2(R"™,RP) e
h € C2(R™,R™). Condizione sufficiente affinché =* sia un minimo
locale é che esistano m + p scalari che soddisfano:

hj(x*) = 0, ji=1,2,....,m
gr(x¥) > 0, k=1,2,...,p
urgr(x*) = 0, k=1,2,...,p
pr 2> 0, k=1,2,...,p
Vi L(x*, A", pu") =0

(continua...)
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Riassunto dei teoremi fondamentali Qualificazione dei vincoli

Riassunto teoremi fondamentali

Teorema (Condizioni sufficienti al secondo ordine (G.P.McCormick))

(...continua)
inoltre per ogni d # 0 tale che

Vhg(x*)d =0, k=1,2,...,m
Vgr(x*)d =0, se i >0
deve valere
dIV2L(x* N pu*)d > 0

si noti che non serve la qualificazione dei vincoli per le condizioni
sufficienti

5
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