La trasformata Z

(Metodi Matematici e Calcolo per Ingegneria)

Enrico Bertolazzi

DIMS ~ Universita di Trento

anno accademico 2008,/2009

Definizione

o La trasformata Z si applica a segnali discreti causali.

@ Un segnale discreto si denota con varie notazioni:

foin=0,1,2...
fln] :n=0,1,2,...
fn)in=01.2,...

@ La trasformata & definita come:

) =Y

n=0

o Una notazione pili leggera della Z-trasformata & la seguente:

2{fa} (z) = f(z)

@ La trasformata Z

@ Trasformazioni di segnali elementari
o Impulso unitario ed Heaviside discreta
o Esponenziale
o Shift
o Il segnale ny, e il coefficiente binomiale
o convoluzione di due segnali
o I segnali c
o I segnali polinomiali

@ Tabella delle trasformate

swn e sinwn

@ Altre proprieta notevoli
@ Antitrasformata Z

@ Esempio: successione di Fibonacci

La trasform 33

La trasformata Z

o Utilita: & usata nell'analisi dei segnali digitali; trasforma

Equazioni alle differenze = Equazioni algebriche
o Analogia con il logaritmo:
a — loga

a-b— loga+logh

ciog il logaritmo trasforma i prodotti in somme che sono pil
facili da maneggiare




della Z-trasformata

Impulso unitario

Siano f, e g, due segnali discreti ed a e /3 due scalari

2{afn+ B} (2) = Y _(afn+Bgn)2 ™"

n=0

n=0 n=0

= aZ{fn}(2) + BZ{gn} ()

Heaviside discreta o gradin

o Il gradino unitario & definito come segue
1={11%,

o La sua trasformata si calcola immediatamente

206} () = Y

o N
=ad fur By gu "

o L'impulso unitario & definito come segue
1 sen=0,
Op =
0 sen>0,
o La sua trasformata si calcola immediatamente

Z2{6,}(2) = ZW*”

n=0

=1

o Trasformata del segnale esponenziale a™

2{a"} () = ia’ = i (g)

n=0 n=0

o Trasformata del prodotto per I'esponenziale a™
x o
2} (2) = 3 fua"z " =3 fa (2)
{a"fu} (2) ;f« gf -

=203 (2)

a

n




Trasformazioni di segnali elementari

Shift (Anticipo temporale)

Trasformazioni di segnali clementari

Shift (Anticipo temporale)

Segnaleorignale

Trasformata del segnale traslato f,.. con k > 0 intero

2 {furi} (z) = 3 farnz "

n=0
.
Y fuaar 090
n=0

00 k=1
=Y far =Y fu

n=0 n=0

k-1
* (Z(m (=) - me”)

n=0

Osservazione: In analogia con la derivazione nella trasformata di
Laplace ci sono le condizioni iniziali nella trasformata.

Trasformata del segnale traslato f,_j con k > 0 intero

Z{fni} (2) = 3 farz™"

n=0

k Z fuo oz~ k)

n=0

Osservazione: A differenza della trasformata di Laplace qui non ci
sono le condizioni iniziali nella trasfromata. Perche ?




Trasformazioni di segnali elementari

Il segnale ny,

o |l segnale ny. & definito come segue:

o Casi particolari

e n,

e ny

@ Osservando che

Possiamo scrivere

n=0

o Casi particolari:
o (p) =1
o (1) =n

@ Osservando che

Possiamo scrivere

oo
o P
Z{m} (1/w) =Y mgu” = w JoF >

W segnale ny

ne=n(n—1)(n—-2)- (n—k+1)

=n(n-1)(n—2)-(n—k+1uw"F

S

te binomiale

(1/2)

Trasformazioni di segnali clementari I segale 1y, & i cosffciente

Il segnale ny

La trasformata vale:

20} (1) = wh L i
i} (1/w) = w b (1-w
k f— duwk
, di1 o b2
= m‘W(l w)? = m‘zm(l w)™3
dk 3
_ k. R
= w23 (l-w T ==
o
— wF
S A= wp

e sostituendo z = 1/w otteniamo

zk!

20m (2) = gy

Z-trasformata della ¢

@ La convoluzione di due segnali f,, e g, & definita come segue
(F*9n = fegn-r
k=0

@ Per la trasformata della convoluzione
(f*9)(2) = Z{(f * g)n} (2) vale la seguente notevole
proprieta:

(f*9)(2) = f(2)i(2)




i di

Z-trasformata della c

Trasforn

o di

La trasformata vale

fl Gn—

Mx

2{(f*g)n} (2) =

n=0 k=0

n=0k=0

w3

Usando I'uguaglianza 2isina = ¢

o
Z{sinwn} (z) = Y sinwnz""

n=0

o
=3 turfwgnrz "

n
Kz

S0 s k>)

n=0

Sty

@ — e dove i & I'unita
immaginaria nel campo complesso, possiamo calcolare:

_ 7Z< )

n=0

1

z

—n

Usando I'uguaglianza 2 cosa = €'® + ¢ 7' dove 7 & 'unita
immaginaria nel campo complesso, possiamo calcolare:

2 {coswn} (2) = imw,,f" = éiw” Hemiem),n

n=0 n=0

Fa
e applicandola k volte otteniamo

() - () (o)

k volte

k,—n

usando questa uguaglianza nella trasformata 2 { f,n*
otteniamo

2{fan*} () = S fun

n=0




Riconsideriamo il segnale ny =n(n—1)---(n —k+1) e

osserviamo che

Usando la regola

2{at} =0 (-2 2t

e applicandola con f,, = 1, otteniamo

trasformata importante

Osservando che f,, = 0 per n < 0 otteniamo Riconsideriamo i

segnale ny =n(n—1)---(n—k+1) ed osserviamo che
2l () = (0t (1) [1 g }
d\*[1
=0t () [z 0]

d\* —(n—k+1) P ——
2 = (“DFngz

dz

usando questa uguaglianza possiamo scrivere

2o} (2) = - foogmiz™

n=0
k
i) o (n—k+1)

- g.m,k(—n‘z (i
s () [

7(n4»)]

a" fn
o™ a*z
k G—apt

V(=) Fe)

dz




TABELLA DELLE TRASFORMATE (2/2)

(f*9)n

zasinw

" sinwn 5
Sw + a

2za

n — za.cosw
a” coswn

Fr—kne

asformata

o In molte applicazioni la Z-trasformata si pud normalmente
scrivere nella forma:
G(z) _ P(2) _ botbiz+baz® 4o 4 bz

= QR (—p)™(G—p)m (2 —pa)™

dove p; # pjsei#j.
o Possiamo sempre assumere che OP(z) < 9Q(z).

o Come nel caso sella trasformata di Laplace possiamo
decomporre la trasformata in fratti semplici:

Gl _ ¥

Altre propriets notevol

Teorema del valore iniziale e finale

Teorema (Teorema del valore finale)
Se un segnale f, raggiunge un limite costante, cioé

lim f = foo

allora vale

)

Teorema (Teorema del valore iniziale)

fo= lim fu(2)

Formula esplicita della soluzione

Avendo scritto G/(z) come somma di fratti semplici come segue

n_mj

G(2) :Zzn,,ﬁ

j=1i=1

formalmente I'inversa diventa consultando la tabella delle
trasformate

n o mj

Gn =) ajinioap)
=1

II problema di questa espressione & che se p; & un numero
complesso il termine corrispondente & una funzione a valori
complessi della quale non abbiamo definito la Z-trasformata. In
ogni caso essendo le radici i si pud

usare questa espressione che produce una successione reale.




[ ———

Esempio: successione di Fibonacci

Esempio: successione di Fibonacci

o La successione & definita ricorsivamente da
nt2 = Fog1 + Fo, Fp=F=1

Attenzione, se non si vogliono perdere le condizioni iniziali
usare sempre lo shift in avanti

o Applicando la Z-trasformata e la regola dello shift

22F(2) - Foz? — Fiz =

o Risolvendo rispetto alla trasformata

o Usando la trasformazione 2 {a"} (z) = z/(z — a) otteniamo
Fn= Az} + B2}

@ sostituendo

; _1+V5
1=
si ottiene

Fy =

Esempio: successione di Fibonacci

o dalla decomposizione

, ; 1+V5 1-V5
P oz—1=(2—2)(z—2%), a=—0— a=—g
o Dalla espansione in fratti semplici
F(2) A, B
z T -z z—2

dove A= (5+/5)/10 e B = (5—/5)/10, si ottiene
Bz

¢ bisogna usare lo shift in avanti ?

o Consideriamo la successione di fibonacci definita come
Fy=Fy+ Faa, Fh=FR=1
o Qualunque sia la soluzione F), gli shift G, = F,,_; e
H, = F,_5 sono tali che Gy =0 e Hy = 0.

@ Questo implica che Fy = G + Hy = 0 cioe le condizioni
iniziali di fatto sono fissate e sono poste a zero.

o In pratica lo shift in avanti si pud usare se le condizioni iniziali
si sa gia che sono tutte nulle.

@ Una alternativa & usare la trasformata Z bilatera

Z{f} ()= 30 Sz Jim

n=—oc
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