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PREFAZIONE

Questa raccolta di appunti e frutto dell’attivita didattica svolta negli ultimi anni dagli autori presso
le Universita di Trento e di Pavia.

Gli argomenti trattati riguardano essenzialmente I’Algebra Lineare, che viene presentata sia da
un punto di vista teorico che computazionale, ed alcuni settori “classici” dell’ Analisi Numerica,
come I’interpolazione, I’approssimazione ai Minimi Quadrati, I’integrazione numerica, il calcolo
di zeri di funzione.

Gli appunti sono stati raccolti in questa forma per essere proposti sia agli studenti dei corsi di Lau-
rea che di Diploma in Ingegneria. Di fatto, sono stati variamente utilizzati negli anni come mate-
riale didattico di supporto alle lezioni di Analisi Numerica, Calcolo Numerico, e Geo-Calcolo.

Questi appunti sono stati quindi pensati come materiale di lavoro che si rivolge a studenti che non
saranno formati per essere “professionisti della matematica”, ma piuttosto “utenti della matemati-
ca”. Si e’ cosi privilegiato nella impostazione I’aspetto procedurale, cioé di utilizzo nella pratica
dei risultati teorici.

Si e comunque cercato di mantenere un minimo di rigore formale nella esposizione, per esempio
sviluppando i vari argomenti attraverso I’introduzione di definizioni, osservazioni, proposizioni,
lemmi, e teoremi con relative dimostrazioni.

Ci rendiamo conto, tuttavia, che alcune scelte didattiche potrebbero disturbare i puristi del settore;
per esempio, pur trattando argomenti teorici di algebra lineare con il linguaggio dei vettori, e
quindi pur parlando di combinazioni lineari, dipendenza ed indipendenza lineare, basi, etc etc non
viene mai introdotta una definizione formale di spazi vettoriali.

Infine, si sono esposte nel testo quasi tutte le dimostrazioni dei risultati importanti proposti (evi-
tando soltanto quelle che ci sono sembrate troppo “tecniche” o comungue non essenziali nell’eco-
nomia di questo materiale didattico). Ci rendiamo conto che cio ha prodotto conseguentemente un
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testo con molto piut materiale di quello che puo essere ragionevolmente esposto per esempio in
un corso semestrale di Calcolo Numerico per i Diplomi. Tuttavia, ci & sembrato importante farlo,
quanto meno per lasciare agli studenti piu interessati la possibilita“ di un approfondimento (quasi)
immediato degli argomenti trattati nelle lezioni.

Infine, vogliamo ringraziare tutte le persone che ci hanno consigliato e dato suggerimenti, segna-
lato errori ed imprecisioni nel testo, aiutandoci a migliorare la qualita del nostro lavoro.

Enrico Bertolazzi,
Gianmarco Manzini.
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10 Matrici e vettori

1.1 Matrici e Vettori

1.1.1 Notazioni

In questi appunti i vettori saranno indicati con lettere in grassetto minuscole, ad esempio
a7 b7 C7

sono vettori. Le componenti dei vettori saranno indicate con la stessa lettera del vettore in corsivo,
ad esempio

ay, as, (&) b]7

sono componenti dei vettori a, b e ¢. Le matrici saranno indicate con lettere in grassetto maiusco-
le, ad esempio

A, B G,

sono matrici. Le componenti delle matrici saranno indicate con la stessa lettera in corsivo, ad
esempio

Aqs, B3, Cia,

sono componenti delle matrici A, B e C. Gli scalari saranno normalmente indicati con lettere
greche, ad esempio

«, ﬁa Y

Con il simbolo KK indicheremo sia il campo dei numeri reali R che il campo dei numeri complessi
€. Questo significa che si puo sostituire a IK sia R che € ed evitare duplicazioni nelle definizioni.

1.1.2 Matrici e Vettori

Definizione 1. Una matrice A € KK™*™ e un insieme di m x n numeri reali o0 complessi
organizzati in m-righe ed n-colonne. Ad esempio

1 2 3
A= :
-2 20
€ una matrice 2 x 3 cioe una matrice con 2 righe e 3 colonne. Di solito si indica con
A € R™*” quando la matrice A e a valori reali. Analogamente si indica con A € C™*"
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quando la matrice A € a valori complessi. Definiremo con A € K™*"™ una matrice sia a
valori reali che complessi. Se non diversamente specificato le matrici e i vettori devono
intendersi a valori reali.

Definizione 2. Una matrice con lo stesso numero di righe e di colonne si dice matrice
guadrata.

Esempio 1. Le piu semplici matrici sono la matrice nulla, indicata con 0, cioe la matrice
con tutti gli elementi nulli e la matrice identita indicata con I, che € una matrice quadrata
con tutti gli elementi nulli tranne quelli sulla diagonale che valgono 1:

0 O 0 1
0: s I: .
0 : 0

Definizione 3. Una matrice 1 x n e detta vettore riga di dimensione n. In modo analogo
una matrice m x 1 € detta vettore colonna di dimensione m. Normalmente saranno con-
siderati vettori colonna, cosi, quando faremo riferimento ad un vettore senza specificare
se riga o colonna, intenderemo sempre vettore colonna.

Esempio 2. Le due seguenti matrici:
1
a=[1 1 2 3], b=|3],
4

Si possono considerare vettori: a vettore riga di dimensione 4 e b vettore colonna di
dimensione 3.

Quando si indica una componente di un vettore riga, Si usa omettere l'indice di riga.
Analogamente, si fa con i vettori colonna. Ad esempio, a2 € la seconda componente
del vettore a, ma si scrive a;. In modo analogo dato un vettore colonna ad esempio b
volendo indicare la terza componente che sarebbe b3, si omette I'indice di colonna cioé
Si scrive bs.



12 Matrici e vettori

Definizione 4. Una matrice quadrata A si dice triangolare superiore se
Ai; =0, perogni¢ > j

dove : € l'indice diriga e j € I'indice di colonna. Si puo visualizzare come segue

* % *
0 =«
A= ,
*
0 0 *

dove sono indicati esplicitamente gli elementi che sono sicuramente zero, detti anche
“zeri strutturali”, mentre x indica un qualunque elemento che puo assumere valori diversi
da zero, detto per I'appunto “un non-zero” della matrice 1. In modo analogo si definisce
una matrice triangolare inferiore.

Esempio 3. Le matrici
1 2 3 0 2 3 1 0 0
A=|0 1 0, B=|0 0 0|, C=|0 2 0},
0 0 1 0 00 0 0 1
sono tutte triangolari superiori, la matrice C € anche triangolare inferiore.
essere

1.1.3 Somma, differenza e prodotto per uno scalare

Definizione 5. Date le matrici A,B € K™*" si definisce con C = A + B la matrice in
K™*™ risultato della somma di A e B dove

Ci; = Aij + Bij, 1=1,2,...m j3=1,2,...,n;

analogamente si definisce la differenza.

1Si noti bene, tuttavia, che la proprieta di un elemento di essere un “non-zero” non esclude necessariamente che tale
elemento possa essere nullo.
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Esempio 4. Date le matrici 2 x 3

1 2 3 0 -1 1
A= . B= .
-2 2 0 4 3 2
otteniamo
1 1 4 1 3 2
2 5 2 -6 -1 -2

Definizione 6. Data la matrice A € K™*" e lo scalare a € K si definisce con B = aA
la matrice IK™*™ prodotto dello scalare « con la matrice A dove

Bi; = aAy;, 1=1,2,....m, j=1,2,...,n

Esempio 5. Data la matrice A € R?*3

otteniamo

1.1.4 Confronto di matrici

Definizione 7. Date le matrici A, B € R™*" con la scrittura A > B si intende
A > Bjj 1=1,2,....m j=1,2,...,n.

In questa definizione sono inclusi i vettori riga e colonna come casi particolari di matrici
mxlelxn.

Esempio 6. Date le matrici

1 1 -1 01 -1 1 1 1
A= , B= , C= ,
0 2 2 0 0 1 1 2 1

abbiamo A > B e C > B mentre A e C non sono confrontabili.
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Definizione 8. Date le matrici A, B € R™*"™ con la scrittura A > B si intende

A > By 1=1,2,....m j=1,2,...,n.

Esempio 7. Date le matrici

abbiamo A > B.

Definizione 9. Data una matrice A € IK™*” si definisce con |A| la matrice? le cui com-
ponenti sono i valori assoluti (0 moduli se A € a valori complessi) delle componenti della
matrice A, cioé?

B:|A| = BijzlAij| 1=1,2,....m j=1,2,...,n.

Esempio 8. Date le matrici

1 2 3 1+2 34214 3
A= 1 -2 1/, B=| 1 -2 1,
-2 =3 2 -2 —-3-1 1
abbiamo
1 2 3 V2 5 3
Al=1]1 2 1], Bl=|1 2 1
2 3 2 2 2 1

2Per definire il determinante si usa a volte la stessa notazione. In ogni caso dovrebbe essere chiaro dal contesto se

|A| indica la matrice dei valori assoluti o il suo determinante.
3Ricordiamo che se z = a + b & un numero complesso allora

|z] = |la + | = \/a® + 2.
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1.1.5 Norme di vettori

Dato un vettore x € R? le sue tre componenti z;, 7, 23 Si possono interpretare come coordinate
di un punto in R3. La distanza di questo punto dall’origine & la lunghezza del segmento che unisce
I’origine con il punto x. Questa lunghezza puo essere interpretata come la lunghezza del vettore
x. Osserviamo che dal teorema di Pitagora* questa lunghezza é:

/.2 2 2
x + xy + 5.

Possiamo generalizzare la nozione di lunghezza di un vettore in R™ o C™ come segue. Per ogni
vettore x € R™ o €C” possiamo definire

[l =

n
Z|$i|27
=1

e chiamare questo numero “lunghezza del vettore”. Questa funzione gode delle seguenti proprieta:

1. & una funzione non negativa, infatti ||x||, = 1/>%, |=|*> > 0. Inoltre ||x||, = 0 solo se
z;=0peri=1,2,...,ncioéx = 0;

2. “dilatando” o “contraendo” il vettore cioé moltiplicando ogni sua componente per una
costante (rispettivamente maggiore o minore di 1) otteniamo:

n n
2

lax(ly = 4| D leai)* = | D laf* []* =

i=1 =1

= laf{[x[l5;
3. perogni x,y € K” vale la seguente disuguaglianza:

1%+ ylly < (1[5 + Iyl (1.1)
detta disuguaglianza triangolare. Il nome disuguaglianza triangolare deriva dalla nota di-

suguaglianza sui lati dei triangoli. In particolare la lunghezza di un lato & sempre minore o
uguale alla somma degli altri due. Questo fatto & schematizzato in figura 1.1.

4Pitagora 580a.c-500a.c.
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*+Y

Figura 1.1: Disuguaglianza triangolare

Dimostrare la (1.1) & un po’ laborioso e necessita della conoscenza di alcune disuguaglianze
classiche. Iniziamo con la disuguaglianza di Young.

Lemma 1. Dati due numeri reali p e ¢ tali che

1
ot

1
-=1, 1<pg<oo
P q

allora per ogni coppia di numeri reali non negativi ¢ e b si ha

aP bl

ab < — + —, (1.2)
Inoltre la disuguaglianza diventa uguaglianza se a” = b°.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

:E_ 1/p
f(t) PO

allora

, I A Y
t)=—— == 11—t~y
Fe) p p PP p( )

poiché 1/q < 1 abbiamo che f/'(t) <Oper0<t< 1le f'(t)>0pert>1.Quindit=1¢
un punto di minimo per f(¢) in (0, c0) e di conseguenza f(t) > f(1) per ¢t > 0. Quindi

da cui

gLt (1.3)
q
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Osserviamo che se ¢« = 0 0 b = 0 la disuguaglianza e banalmente vera. Consideriamo
quindi a, b > 0 e calcoliamo (1.3) in ¢t = a?b~? ottenendo:
1 aPb™?

ab™ 1P < = 4
q p

b

moltiplicando la disuguaglianza per b? ed osservando che ¢—¢q/p = 1 otteniamo il risultato
cercato. Osserviamo che se «? = b? allora calcoliamo la disuguaglianza (1.3) int = 1
dove risulta essere una uguaglianza. [

Possiamo ora dimostrare la disuguaglianza di Holder.

Teorema 2. Datidue numerirealipegtalichel < p,g<ocel/p+1/¢=1,eda, ay, ...,
a, > 0eby, by, ..., b, > 0,allora

n n 1/p n 1/q
Z apby < (Z ai) (Z bg) .
k=1 k=1 k=1

Dimostrazione. Siano

1/q

n 1/p n
(" e
k=1 k=1

Sia AB = 0. Ne consegue che o siha A = 0 oppure B = 0 8. Supponiamo, per esempio,
che sia A = 0. Cio implica che a; = a; = --- = a, = 0 e quindi la disuguaglianza e
banalmente vera. Per B = 0 si ripete lo stesso ragionamento. Sia quindi AB > 0, dalla
disuguaglianza (1.2) del lemma 1 otteniamo per ogni k

ak_bk< a b}

A B~ pAr ' ¢BY’

cosicché
az by, a? b}
kz::l ,Cz::l k kz::l o LB
AB T pAp qB? _pAp qB1 P q

Infine, dimostriamo la disuguaglianza di Minkowski.”

5Ludwig Otto Holder 1859-1937.
50 entrambe contemporaneamente, ma a noi ne basta una sola per procedere!
"Hermann Minkowski 1864—1909.
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Teorema 3. Sial < p < o0 a1, dg, ..., ap, > 0€ by, by, ..., b, > 0. Allora
n 1/p n 1/p n 1/p
(Strnr] < (xa) +(Su) -
k=1 k=1 k=1

Dimostrazione. |l caso p = 1 € banale. Supponiamo p > 1, allora

S (ap+bp)? =D aplag + b))+ > br(ag + by)P!

k=1 k=1 k=1
Applicando la disuguaglianza di Holder ad ogni somma, usando ¢ definito dalla 1/p +
1/g=1

n 1/p n 1/q n 1/p n 1/q
Z ag + by)? < (Z ak) (Z (ax + by)* )) + (Z b{j) (Z(ak + bk)q(p‘l)) :
k=1 k=1

k=1

Dividendo per (37, (ax + bx)?)'/? e osservando che ¢(p — 1) = p otteniamo la disugua-
glianza cercata. u

Osserviamo che la disuguaglianza di Minkowski per p = 2 & proprio la (1.1).

Possiamo generalizzare la nozione di lunghezza di un vettore tramite una generalizzazione della
funzione || - || che conservi le tre proprieta precedenti.

Definizione 10. Unafunzione |- || : K™ — R & una norma se per ogni x,y € K"
e per ogni A € KK verifica

D lxl=0ex=0« x| =0,
@ lx+yll <[/l + vl

@ [[Ax]l = [AL[lx]l-

Definizione 11. Utilizzando la disuguaglianza di Minkowski e facile dimostrare che per

1 < p < oo la seguente funzione
n l/p
1xll, = (Elxk|p> :
k=1
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e una norma. Tale norma é chiamata p-norma. Due casi di particolare interesse della
p—norma si hanno perp=1,2
n

Ixlly =1zl

=1

n

2

1My = | D Ll
=1

Con un procedimento di passaggio al limite si puo anche definire

X = mMmax |z
Il = ma [a
ed e immediato verificare che anche questa funzione & una norma.

Esempio 9. Dati i vettori

otteniamo
Ixll., = max{[1],]2],|-2]} = max{1,2,2} = 2,
Iylloy = max {[1 42|, 1, [1],]-1]} = max {v/2,1,1,1} = V2,
I, =+[2[+]-2l=1+2+2=35,
Iylly =1 +od+Rl+1+]-1=v2+1+1+1=3+V?2,
Ixll, =P +[2P+|-2P =viFata=3,
Iyll, = V1 +e2+ p2+ 1+ -1 = V2F T 151 = V5.

1.1.6 Prodotti scalari

Il prodotto scalare tra due vettori € molto usato in fisica ed ha la seguente definizione

a-b = [la[[,|b]|; cos fan, (1.4)
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dove #.1, € I’angolo formato dai due vettori a e b.

Figura 1.2: prodotto scalare e parallelogrammao associato

Dalla figura 1.2 8. possiamo ricavare una formula che non usa coseni ma solo la norma. Osservia-
mo innanzitutto che

L = ||b]|, cos a,, H = [|b]|, sin fap,,
e dal teorema di Pitagora

la+bll; — H#? = ([lall, + L)* = [lall; + L* + 2la|, L, (1.5)

la=bll; - #? = (|lall, - L)* = [lall; + L* — 2lal|, L, (1.6)

sottraendo la (1.6) dalla (1.5) otteniamo
la+ bl[3 — [la - b3 = 4]lall, L = 4]jall,[[b|, cos fap,
e quindi con la (1.4)

_Ja+ bl a—bj}

a-b
4

Osserviamo che

la+ b3~ lla=blI3 = [Jax + bl = ax = 6| = 437 anby,
k=1 k=1

per cui il prodotto scalare prende la forma

a-b= Zakbk- .7
k=1

8Nella figura I’angolo tra i vettori a e b & indicato col simbolo 6 e non 6.1, per ragioni esclusivamente tipografiche
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Osserviamo che la formula che abbiamo ricavato vale per vettori reali e inoltre

0 =
1 k

a-a=
k

|ax]* = lall3,
1

n T

cioé il prodotto scalare di un vettore con se stesso restituisce il quadrato della sua lunghezza. Se
a e un vettore complesso la formula (1.7) non restituisce il quadrato della sua lunghezza infatti se
a; Sono numeri complessi:

n n
a-a:Zai;ﬁZMkﬁ.
k=1 k=1

Si puo comunque modificare la definizione (1.7) in modo che applicata a vettori reali sia equiva-
lente a (1.4) e nel caso di vettori complessi valgaa - a = ||al|2.

Definizione 12. Consideriamo la funzione che dati due vettori di dimensione n restituisce
un numero

Xy =Y &, (1.8)
i=1

dove con z intendiamo I'operazione di coniugazione nel campo complesso® La (1.8)
prende il nome di prodotto scalare euclideo.

°Ricordiamo che
atib=a—1b
e la coniugazione gode delle seguenti proprieta: posto z = a + b e w = ¢ + 1d abbiamo

(a +)(a —b) = a1+ = |:<:|27

w
w|
I

at+b=a—b=a+1b==z

wl|
Il

z+w =Z+w,
inoltre
zw = (a+ b)(c + 1) = (ac — bd) + (bc + ad)r = ac — bd — (bc + ad)y,
Zw = (a—l——zb)(c—l——zd) = (a — )(c —1d) = ac — bd — (bc + ad)s,
da cui

n
g
Il
w
g|
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Osserviamo che la funzione (1.8) ha le seguenti proprieta
@ Calcolando x - x otteniamo
n n
x-x:inx_i:ZMP >0,
=1 =1

inoltrex -x =0seesolosez; =0con:=1,2,...,nequindix = 0.

@ Calcolando x - y e tenendo conto del fatto che z = =

n n n
Xy:zxzmazzfyﬂzzx_zyﬂ:yx
=1 =1 =1

3 Calcolando (x + y) - z otteniamo

n

(x+y)-z=) (n+uzi=) w&+) yZ=%xz+y 2
=1 =1

=1
@ Calcolando (ax) -y otteniamo

n o3
(ax) -y = Za:@@: aZx‘iE: ax-y.

Le proprietd (D—@ si possono utilizzare per dare la definizione di prodotto scalare in maniera

assiomatica.

Per z = a + b € C abbiamo le seguenti funzioni

Re{z}zz—gzza7 ]m{z}:Z;Z:b,
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Definizione 13. Una funzione (-, -) : K" x K” — K e un prodotto scalare se per
ogni x,y,z € K" e per ogni a € K soddisfa:

D (x,x) > 0e (x,x)=0 perognix se e solo sex=0;
@ (x,y)=(y,%);
@ (x+vy,2)=(x2)+ (v,2);

@ (ax,y) = a(x,y).

Osservazione 1. Nella definizione assiomatica appena enunciata, si € indicato il pro-
dotto scalare tra due vettori x,y € K" utilizzando la simbologia (x,y), mentre nella
discussione precedente il prodotto scalare era stato indicato con x - y. Ovviamente ne
la definizione del prodotto scalare ne le sue proprieta dipendono dalla notazione scelta.
Esiste una terza notazione di uso abituale e cioé x”y. Questa notazione assume impli-
citamente che tutti i vettori siano vettori colonna ed indica con I'apice © I'operazione di
trasposizione che trasforma un vettore colonna in un vettore riga. La definizione gene-
rale di “trasposto” di una matrice e di un vettore, di cui abbiamo anticipato l'idea, sara
introdotta tra poco.

Esempio 10. E’ facile verificare che anche la seguente funzione
o3
[X7 Y] = Z kka7
k=1
definisce un prodotto scalare per ogni k reale positivo.

Osservazione 2. Notiamo che la funzione || - ||, si puo esprimere tramite il prodotto sca-
lare euclideo “ - " come segue

Ixll, = v =

Analogamente, dato un prodotto scalare generico (-, ), si pud sempre definire I'applica-
zione

[ = 1/ (x, %),
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che ha le proprieta di una norma. Questa applicazione prende il nome di norma indotta
dal prodotto scalare.

Teorema 4 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Per un prodotto scalare generico vale
la disuguaglianza di Cauchy!®-Schwarz!*

16, 3)] < x| lyll] (L.9)

dove [|-|| € la norma indotta dal prodotto scalare e la disuguaglianza é stretta a meno che x = vy
per uno scalare ~, ciog i vettori sono allineati.

Dimostrazione. Se x = 0 0 y = 0 la disuguaglianza é banale. Supponiamo quindi che
entrambi i vettori siano non nulli. Applicando la proprieta () della definizione 13 al vettore
x — ayy otteniamo

(x —ay,x —ay) >0,
da cui segue

0<(x—ay,x—ay),

IN

(x,x) — a(y,x) — a(x,y) + aa(y,y), (1.10)

= (Xv X) - O‘(X7 y) - @[(X, y) - (Y7 y)]

Scegliendo « in modo da annullare I'espressione tra parentesi quadre,

otteniamo

2
0 S HX”2 _ |(X7Y)|

2
Iy

che é equivalente alla (1.9). Osserviamo che se x — ay # 0 allora la disuguaglianza in
(1.10) e stretta e di conseguenza anche la (1.9). [

O Augustin Louis Cauchy 1789-1857.
"Karl Herman Amandus Schwarz 1843-1921.
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1.1.7 Ortogonalita e angolo tra vettori

Tramite il concetto di prodotto scalare e possibile introdurre il concetto di ortogonalita e angolo
tra vettori. Dal prodotto scalare euclideo (1.8) nella forma (1.4) otteniamo che I’angolo formato
tra due vettori a e b € dato dalla seguente formula

0 a-b
b = arccos —————.
: [l bl
Esempio 11. | vettori a e b definiti come segue
1 1
a=|1], b=10],
2 1

formano un angolo di circa 30° o circa 0.5236 radianti, infatti

a-b 3
lall,lbll, V12

cos B, =

Se I'angolo tra i vettori & 90° allora cos 90° = 0 implica che il loro prodotto scalare & nullo.
Questo suggerisce la seguente definizione.

Definizione 14. Dati due vettori a e b diremo che a e b sono ortogonali e scriveremo
alb quando il loro prodotto scalare € nullo, cioé a-b = 0.

Osservazione 3. Mentre la definizione di angolo tra vettori e valida solo per vettori rea-
li, la definizione di ortogonalita & valida anche per vettori complessi e prodotti scalare
qualunque. Infatti la definizione € puramente algebrica.

Esempio 12. | vettori

sono ortogonali (cioe a_Lb) infatti

a-b=1-14+2-(-2)43-1=0,
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analogamente i vettori

1+ 142
X = 1 9 y= -1 )
1 -1

sono ortogonali infatti

x-y=(14+2y1+2)+1-(-1)+1-(-1)=0.

Prodotto vettoriale

Dati due vettori a e b in R3 ci poniamo il problema di trovare un terzo vettore x ortogonale ad
entrambi. Algebricamente il problema diventa:

trovare x € R? tale che
a-x=0,

b-x=0,
che scritto usando le componenti dei vettori si esprime come
{01961 + azzy + azrs = 0,
bizy + byxy + b3z3 = 0.
Una possibile soluzione, che si puo verificare per sostituzione diretta, é data da
11 = azbz — agby,
Ty = agby — aybs,
r3 = albg — agbl.
Questa soluzione prende il nome di prodotto vettoriale e si indica normalmente con I’espressione

x=aAb.

Si puo anche verificare che

(llaAbll,)* + (a-b)* = (llall)*(IIbll,)?, (1.11)
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e dalla (1.4) tramite (1.11) ottenere
lla Abll, = [lall,[[b[[; sin fapb.
Per mezzo del prodotto vettoriale & facile risolvere alcuni problemi di geometria nello spazio,
come ad esempio il calcolo del piano passante per 3 punti. Siano infatti a, b e ¢ tre punti distinti,
allora i vettori
v=>b— a, wW=¢—a,
sono vettori complanari al piano, il vettore normale al piano N diventa semplicemente

N=vAw,

e I’equazione del piano

Figura 1.3: piano per 3 punti

0
a=|0|, b=|2(, e=|2],
1

Esempio 13. Dati i punti

—_

w
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trovare il piano passante per a, b e ¢. Calcoliamo innanzitutto

0 1 -1 1 1 0
v=b-a=|2|-|(0[=| 2 |, w=c—a=|2|-(0]|=1]2],
1 1 0 3 1 2
da cui
-1 0 4
N=vAw= 2 A2 = 2 |,
0 2 -2
e infine

N - x =4 4+ 229 — 223, N.a=2,
ponendo x = [z,y,z]" otteniamo I'equazione del piano

20 +y—z=

1.1.8 Indipendenza lineare e basi in K™

Il concetto di dipendenza ed indipendenza lineare & estremamente importante nell’algebra lineare.

Definizione 15. Dati & vettorinon nulli x4, x,,...,x; Se esistono k scalari oy, a9, ..., ag,
con almeno uno scalare non nullo, per cui vale

01Xy + agxg + -+ apx =0,

allora diremo che x;, x3,..., X; SoOno vettori linearmente dipendenti, viceversa se tali
scalari non esistono diremo che x1, x3,..., Xz Sono vettori linearmente indipendenti.

Consideriamo £ vettori linearmente indipendenti di IK™, che indicheremo con x1, x3,..., xz. Dato
un vettore w € K™, puo succedere che questi sia combinazione lineare dei precedenti, per cui dalla
definizione si puo scrivere

W = o1X1 + @aXg + -+ pXg,

con una opportuna scelta degli scalari ;.
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Definizione 16. Se questa proprieta & vera per ogni vettore di K", allora diremo che i
vettori x1, xa,..., X; formano una base. Necessariamente, si deve avere £ = n. Questa
condizione e anche sufficiente, nel senso che scelti n vettori qualunque di K™, purché
linearmente indipendenti, essi formano sempre una base di K”.

Esempio 14. Gli n vettori eq, es,..., e, in K"
(17 (07 (07
0 1 0
e = 0 , ey = 0 , e e, = ,
0
L0 L0 1]
sono ovviamente linearmente indipendenti. Infatti,
aq
(2%)
are; + azes + -+ ane, = | |,
an
e la combinazione lineare € nulla se e solo se o; = 0 peri=1,2,...,n.
Esempio 15. | vettori ey, es,..., e, definiti nel’'esempio 14 formano una base in K”.
Dato un vettore w qualsiasi di componenti wy, w., ..., w,, POSSiamo scrivere

W = wi€ey + wyeg + - -+ Wpey,

La base ey, ey,..., e, € detta base canonica.

Esempio 16. | vettori

1 1 -1
a=|2]|, b=|-2], c=| 6 |,
3 1 1

non sono linearmente indipendenti, infatti si verifica immediatamente che

a—2b+c=0.
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Teorema 5. | k vettori x, xa,..., X a due a due ortogonali,
X; 1x; 1 # 7,

sono necessariamente linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Supponiamo che esista una scelta di k£ scalari «;, tali che
01X + X + - -+ agpxg = 0.

Facendo il prodotto scalare con ogni vettore x; per: = 1,2,..., k e tenendo conto delle
relazioni di ortogonalita si ottiene

0 =x; (a1x1 + agxg + -+ - + apXp),
=X X1+ X XgF e ogX X+ X X,

= X, * Xy,

e quindi poiché x; - x; > 0 segue che a; = 0. ]

1.1.9 Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Definizione 17. Dati k vettori vy, va,..., vk, diremo che gli stessi formano un sistema
ortogonale se sono a due a due ortogonali, cioé

vilv;, 1 # ]

Definizione 18. Dati k vettori uy, us,..., ug, diremo che gli stessi formano un sistema
ortonormale se sono a due a due ortogonali e di norma 1, cioe

[[u;]], = 1, u,lu;, 1#7.

Definizione 19. Dati k vettori vy, vs,. .., vk, definiremo con span {vy, vs, ..., v;} lo spa-
zio vettoriale generato dalle loro combinazioni lineari

span{vy,vy,...,vi} = {o1vi +agvo + -+ vy | @, a0, ..., 0 € K}
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Dati & vettori vy, va,..., vg, linearmente indipendenti & possibile costruire & vettori uy, us,...,
uy, a due a due ortogonali e di norma unitaria tali che

span{vy,vy,...,vi} =span{uy, ug, ..., uz}.

Teorema 6 (Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt). 12 Dati k vettori vy, va,..., v, li-
nearmente indipendenti possiamo costruire & vettori uy, us,..., ug, con le seguenti proprieta:
Vi

vl

1. uy
2. u; Lu; perognii# j;

3. |lugll, =1peri=1,2,...,k;

4. V;=U;perj=1,2,..., kdove V; = span{vy,vy,...,v;} e U; = span{u;, uy,..., u;}.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che dall'indipendenza lineare dei vettori vy,

Va,..., Vi segue che |[|v;||, # 0 per ogni : = 1,2,...,k. Quindi & sempre possibile
. V1 . . . .
scegliere u; = W La dimostrazione procede per induzione.
V1 2
Vi

e Se k =1 il teorema e ovviamente vero con u; = W
V1 2

e Se k > 1, assumiamo come ipotesi induttiva di avere gia determinato &£ — 1 vettori
ortonormali uy, usg,..., u;_; tali che

Vi

U=
[[vall’

Vi=U;, j=1,2,... k1.

Definiamo quindi un vettore ausiliario wy, ed il vettore u; come segue

k-1
W = Vi — Z piu;, (1.12a)
=1
up — awy, (1.12b)
dove dovremo determinare i k£ coefficienti « e §; in modo che ux Lu; peri=1,2,...,k—1

e ||ugl|, = 1. Facendo il prodotto scalare di (1.12a) con u; ed utilizzando la proprieta di
ortogonalita tra i vettori, che vale per ipotesi induttiva, abbiamo I'espressione

k-1
Wew = v — Y fiwuy=veewy— 8, j=1,2,.., k-1
=1
2 Jorgen Pedersen Gram 1850-1916.
Erhard Schmidt 1876-1959.
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ed imponendo wy, - u; = 0 si ottiene
B; = Vi - uj, 1=12,...,k—1.
Per determinare « imponiamo che ||u||, = 1 come segue
U= [luglly = wg - ug = a?wy - wy = o |3,

da cui risulta o« = 1/||wg||,; ovviamente deve essere wj, # 0. Ragionando per assurdo
se fosse wj = 0, allora si avrebbe

k—1

0=vi— ) fiw,
=1

e poiche per l'ipotesi induttiva U;_; = V;_, esisterebbero & — 1 scalari v1, v2,. .., 75-1
per cui

k=1 k=1
V=Y B =Y yivi,

contraddicendo 'indipendenza lineare dei vettori v;, assunta nell’enunciato del teorema.
Per concludere la dimostrazione, bisogna ancora verificare che U = V.

Consideriamo una qualsiasi combinazione lineare dei vettori v;, cioé un generico vettore
z € Vi, che scriveremo quindi come

k
z= nvi, (1.13)
i=1
e mostriamo che z € Ug. Per I'ipotesi induttiva esistono & — 1 scalari {1, (o,. .., (x_1 tali
che
k—1 k—1
donvi=Y" G (1.14)

Dalla (1.12a) possiamo scrivere

k-1
vi = =S4+ B, (1.15)
=1
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e con la (1.14) e (1.13) abbiamo

k-1 k-1 k-1
z = %fllk +ok Y B4 Y G = %“k + 2 (G+ mpiui

=1 =1 =1
Quindi z € Uy, e poiche z e arbitrario segue che
Vi C Ug.

Viceversa sia z € U, allora
k
Z = ZCiui7
=1
k-1 E—1
= Gy (Vk - Zﬁﬂli) + > G,
=1 =1

k-1
= Gravi — Y (G — GrafBi)ui.

=1

Per l'ipotesi induttiva esistono & — 1 scalari wy, wo,. .., w;_1 tali che

k=1 k=1
DG = Gafui = Y wiv,
=1 =1

e quindi z € V. Poiché z e arbitrario, U, C Vi, che con la precedente inclusione
Vi C Uy, permette di concludere che U, = V. [ ]

Questo teorema suggerisce il seguente algoritmo:

Algorithm Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Input: & vettori vy, vo, ..., v linearmente indipendenti.
Lo vi/[fvily

2. fork«2tok

3 dowy « v — Zfz_ll (Vk . 112')112'

4. u; — Wi/[[wll

5. (x | vettori uy, us,..., ug sono ortonormali. *)
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Osservazione 4. Se indichiamo con

Q:[u17u27"'7uk]

la matrice rettangolare in R™** le cui colonne sono i vettori colonna u; prodotti dal
procedimento di Gram-Schmidt, I'ortonormalita tra i vettori si puo esprimere con

QTQ — I c kak

Tuttavia si osservi che se k& < m, non si ha l'ortogonalita tra le righe, cioe non vale
QQT =1 € R™™. In realta si pud osservare che per la matrice prodotto P = QQ”
valgono le proprieta seguenti:

P? =P,
PT =P.

Quindi, possiamo concludere che la matrice prodotto QQ7 & un proiettore ortogonale.

Osservazione 5. Dato un insieme di k vettori linearmente indipendenti {uy, us,..., uz}
in K™ a due a due ortonormali, & sempre possibile trovare altri n — & vettori {uz41,
Uit2,..., Uy} in modo che {uy, uy,..., u,} sia una base ortonormale. Infatti data una
qualunque base basta togliere ad essa i vettori linearmente dipendenti da uy, us,. .., ug.
| rimanenti, uniti ai £ vettori di partenza, formano una base. Utilizzando il procedimento di
ortonormalizzazione otteniamo una base ortonormale. E' facile verificare che da questo
processo i vettori uy, us,. .., u; non vengono modificati.

1.1.10 Operazioni con le matrici

Definizione 20 (Prodotto). Date le matrici A € K™*" e B € K"*? si definisce con
C = AB la matrice K™ *? prodotto di A e B nella quale

Cij = > AiBuj, i=1,2,...,m, j=1,2,...,p.
k=1

Osserviamo che C;; € il “prodotto scalare” della :-esima riga di A con la j-esima colonna
di B.
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Esempio 17. Date le matrici2 x 3e 3 x 1

0

]7 B = -1 3
1

1 2 3
A=

-2 20

otteniamo
1 2 3 1
AB = -1 = .
-2 20 -2

Osservazione 6. Data una coppia di matrici A e B qualsiasi, non é detto che si possano
sempre moltiplicare tra loro. Infatti, esse devono essere compatibili, cioé il prodotto AB e
definito solo se A ha tante colonne quante sono le righe di B. Analogamente e richiesto
per il prodotto BA. Si noti che potrebbe essere definito il prodotto AB ma non BA o
viceversa, ed inoltre le matrici prodotto AB e BA se definite entrambe possono tuttavia
avere dimensioni differenti, quindi un diverso numero di righe e colonne. Nel seguito,
ogni volta che si parla di prodotto di matrici, anche se non esplicitamente dichiarato, si
intendera sempre che si tratta di matrici compatibili.

Esempio 18. Esemplifichiamo il fatto che la moltiplicazione di matrici non € commutativa,
considerando le due seguenti matrici 2 x 2

1 2 0 1
A= ., B= .
1 -1 1 1
Possiamo definire sia il prodotto AB che il prodotto BA, ma si vede che AB # BA.
Infatti,

2 3 1 -1
AB = .,  BA= .
~1 0 2 1

Esempio 19. Datii vettori riga e colonna

a=[1 2 3], b=

—_ O =
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abbiamo che ab € una matrice 1 x 1 identificabile con un numero o scalare;

[1 2 3] 71
ab = 0|=1-142-04+3-1=4,
1

mentre ba € una matrice 3 x 3

17[1 2 3] 1 2 3
ba= |0 =10 0 0
1 1 2 3

Osservazione 7. Non vale per le matrici la regola di annullamento, nel senso che se A
e B sono due matricie AB = 0 non e detto che A = 0 0 B = 0. Infatti basta considerare
il seguente esempio

1 0 0 0
A N [ ‘| 7 B N [ ‘| 7
1 0 1 1
per il quale abbiamo
0 0 0 0
AB - [ ] . BA- [ ] |
0 0 2 0

Osserviamo che in AB # BA conferma la non commutativita del prodotto di matrici nel
caso pil generale.

Esempio 20. Nell'insieme delle matrici la matrice identita I rappresenta I'elemento neu-
tro della moltiplicazione. Infatti sia A € K™*" e I € IK™*™ |la matrice identita allora

Ay Agg e Ay o0 -0

A= _ ,
A4m—1n—1 f{lm—ln : . 1 0
f/lml e f/lmn—l A4mn 0 e 0 1

osserviamo che I;; = §; ; dove

1 sei=3
52',3':{ ;
0 sei#j
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& il simbolo di Kroneker!3, e quindi

(AL)i; = > Aplyy =Y Apbrj = Ayd;; = Ay,
k=1 k=1

in modo del tutto analogo si prova che TA = A dove questa volta I € [K™*™,
Definizione 21 (Inversa). Si definisce matrice inversa di una matrice quadrata A la ma-

trice quadrata B (se esiste) che soddisfa AB = BA = 1. La matrice inversa se esiste si
denota con A~!. La matrice A di dice invertibile.

Esempio 21. Data la matrice A € [K?*?2

a=[7 5]
v o4

con «d # (v, allora si puo verificare direttamente che sia l'inversa destra che l'inversa
sinistra sono date dalla matrice

Che cosa succede se o = v?

La situazione dell’esempio precedente, in cui I’inversa destra e quella sinistra coincidono, & del
tutto generale. Infatti, vale il seguente teorema.

Teorema 7. L’inversa di una matrice invertibile € unica.

Dimostrazione. Dimostriamo prima di tutto che l'inversa destra e sinistra di una matrice
invertibile coincidono. Sia A una matrice quadrata, B e C le sue due inverse destra e
sinistra. In tal caso abbiamo

AB=1
Moltiplicando a sinistra per C otteniamo

CAB = CI,

3_eopold Kronecker 1823-1891.
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ma CA = I e quindi
IB=CI = B=C.
Siano ora B; e B, sono due inverse destre di A, cioé assumiamo che valgano le relazioni
AB, =AB; =1

Dato che l'inversa destra e sinistra coincidono, possiamo dire che B; € anche inversa
sinistra,

B:A=AB,=1.
Ma siccome l'inversa destra e sinistra coincidono, ne segue che B; = B,. [ |

Teorema 8. Siano A, B € IK™*™ invertibili. Allora il prodotto delle due matrici & invertibile e
vale laformula (AB)™' = B~'A~1.

Dimostrazione. Si verifica con un calcolo diretto che la formula fornisce I'espressione
dellinversa destra e sinistra:

-1
(AB) (AB) — ABB Al =1
-1
(AB) (AB):B‘UY*AB:I
Lunicita dell'inversa e garantita dal teorema precedente. ]

Definizione 22 (Trasposta). Data la matrice A € IK™*" si definisce matrice trasposta e
la si indica con AT la matrice K™*" definita come segue

(AT),,:A],», i=1,2,...m, j=1,2...n

L)

Esempio 22. Data la matrice 2 x 3
1 2 3
A= :
2 0 4
la sua trasposta € la seguente matrice 3 x 2

1 2
AT=12 o
3 4
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Definizione 23 (Coniugata). Data la matrice A € C™*" si definisce matrice coniugata
e la si denota con A la matrice C™*" definita come segue

Ovviamente se le componenti di A sono tutte reali, siha A = A.

Esempio 23. Data la matrice 2 x 2 a valori complessi

1+2¢ 2+4
B 2—1 0 7

la sua coniugata € la seguente matrice 2 x 2

_ 1-2¢ 2—4
Al = .
2412 0

Definizione 24 (Trasposta coniugata). Data la matrice A € K™*" si definisce matrice
trasposta coniugata e la si denota con A la matrice B € IK™*" definita come segue

Ay =7, i=1,2,...m j=1,2, ... n
(A7), =74

ij
Owviamente siha A = A",

Esempio 24. Data la matrice 2 x 2 a valori complessi

1+2¢ 2+4
2—1 0 7

la sua trasposta coniugata € la seguente matrice 2 x 2

_ 1-2¢ 2+
Al = .
2— 4 0

Definizione 25 (Matrice simmetrica). La matrice quadrata A € K™*™ si dice simme-
trica se coincide con la sua trasposta, cioe

A=AT,
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Definizione 26 (Matrice hermitiana). La matrice quadrata A € IK™*™ si dice hermitia-
na se coincide con la sua trasposta coniugata, cioe

T

A=A =A",
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1.2 Sistemi Lineari

1.2.1 Determinante: definizione assiomatica

In questi appunti introdurremo i determinanti in maniera assiomatica. Definiremo come determi-
nante una particolare funzione

|- |: K" = K,

cioé una legge che ad ogni matrice quadrata A € K™ associa uno scalare, indicato nel testo col
simbolo | A |. 1l determinante sara definito in modo che alcune proprieta che enunceremo come
assiomi siano sempre verificate.

Per semplificare I’esposizione introduciamo una notazione matriciale per colonne. Indicheremo
con A,; lacolonna j-esima della matrice A,

AH Alg tee Aln Alj
Ay Ag . : Agj
A= . ) AO] = . )
: - B An—ln :
Anl e f/l'rm—l A'rm A'ﬂ]

in modo che la si possa pensare partizionata per colonne, cioé scritta come segue
A= (Aolv-'onn)a

Ogni colonna A, ; della matrice A € un vettore colonna e quindi si puo esprimere come combina-
zione lineare dei vettori della base canonica di K",

n
A, = Z Apgjer,
k=1

dove i coefficienti sono le stesse componenti della matrice sulla colonna considerata. La dipen-
denza della funzione determinante dalle colonne della matrice si scrive con la notazione

|A]:=|As, ..., Aunl

Enunciamo ora le tre proprieta fondamentali che definiscono assiomaticamente la funzione deter-
minante.
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Definizione 27 (Determinante). .

1. Il determinante € una funzione multi-lineare nelle colonne
| ...,ha,...| = Al ... a,...|

| ath,. =] +].. b,

2. Il determinante € nullo se due colonne consecutive sono uguali

3. Il determinante della matrice identita vale 1:
|I| = |e17"'7en| = 17

dove e; sono i vettori della base canonica in K.

Queste tre proprieta sono sufficienti per determinare I’esistenza e I’unicita della funzione determi-
nante. Esse inoltre implicano un gran numero di conseguenze importanti, che verranno man mano
discusse. Molte tra queste proprieta conseguenti dipendono tuttavia solo dalle prime due condi-
zioni enunciate e sono indipendenti dalla terza. Per meglio evidenziare questo fatto introdurremo
un simbolo alternativo, e cioé D(A), che rappresenta una funzione determinante pi( generale. La
funzione D(A) soddisfa le proprieta 1 e 2, ma non necessariamente la 3, potendo assumere un
qualsiasi valore non nullo invece che I’unita. Useremo il simbolo D(A) al posto di | A | ogni volta
che non sara necessaria la proprieta 3.

Osservazione 8. Mostriamo che in alcuni casi particolari € possibile definire facilmente
una formula che esprime una funzione con le proprieta di un determinante.

n=1

|A11 | = Ais;

= A1 Agg — Ag1 Arg;

‘ All A12
A21 A?Q




Sistemi Lineari 43

n =3
A A Ass
) A1 AgaAszz + Ay Az Azy + Ag1 AzaArs
A1 Agy Ags| =
—A13A92A31 — A12A21 Asg — A11 Ag3Asa.
Az1 Azz Ass

1. Matrici triangolari superiori

AH A12 Ce Aln

0 A22 e Agn
= A11A22 . A'rm

0 0 v Ay

Il determinante € il prodotto degli elementi sulla diagonale. Lo stesso vale per le
matrici triangolari inferiori e per le matrici diagonali.

Si lascia per esercizio al lettore la verifica che tutte e tre le proprieta assiomatiche dei
determinanti sono verificate dalle tre formule appena esposte.

1.2.2 Alcune proprieta dei determinanti

Lemma 9 (Prodotto per uno scalare). Dallaproprietal segue immediatamente che per ogni
matrice A € K™ e per ogni scalare A vale

D(AA) = A"D(A)

Dimostrazione. Si osservi che valgono le seguenti uguaglianze

D(AA, AAaz, AMas, ., AAy) = AD (A1, Moz, Mo, - ., AAy)

= A2D(A017 A027 A1A037 LR AAon)

= AnD(A.l, A027 RN A”"b)

da cui il lemma segue immediatamente. [
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Osservazione 9 (Somma di matrici). Sempre dalla multilinearita espressa nella pro-
prieta 1 si ricava un risultato negativo ma assai importante a proposito del determinante
di una somma di matrici, e cioe

D(A + B) # D(A) + D(B)

Infatti, se la somma di due matrici si esprime mediante una matrice partizionata per
colonne come segue

A+B=[A, +B.,A.n+B,, ..., A,, +B,,]
dalla proprieta 1 di multilinearita si ha che
D(A+B) = D(Ae1, Az + Bez, Aes+ Bas, ..., A, + B
+D(Be1; Asz + Baz, Aez + Beg, ..., Aen + Ban),
= D(Ae1,Ae2, Aez+ Bas, ..., A, + Bay)
+D(Ae1,Be2, Ags+ Bes, ..., Ay, + Ban)
+D(Be1, Ae2, Ags + Bes, ..., Ay + Ban)

+D(B017 B027 AoS + B037 RN Aon + Bon)7

ed e evidente che la relazione che ne risulta € in generale assai pia complicata di quella
che esprime la somma dei due determinanti

D(A) +D(B) = D(Au1, Auz, . . ., Aun) + D(Ba1, Bua, ..., Bu).

Invitiamo il lettore a costruirsi un suo controesempio.

Sempre dalla proprieta 1 segue immediatamente il seguente lemma.

Lemma 10. Se una colonna & nulla, il determinante & nullo.

Dimostrazione. Se v; = 0, il vettore nullo, allora avremo
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Dalla proprieta 2 e combinando insieme le proprieta 1 e 2 si hanno una serie di conseguenze sul
comportamento del determinante per scambio di colonne.

Lemma 11. Se due colonne consecutive sono scambiate, il determinante cambia segno.

Dimostrazione. Basta osservare che per la proprieta 2
D(...,w+z,w+z,...)=0,
ed usando la multilinearita
0=D(...,wHz,w+3z,...),
=D(...,w,w+z,..)+D(...,z,w+3z,...), (1.16)
=D(..,w,w,..)0+D(...,w,z,..)0+D(...,z,w,...)0+D(...,z,2,...),

osserviamo che per la proprieta 2

e quindi la (1.16) diventa

cioe

Questa proprieta puo essere estesa anche allo scambio di due colonne in qualunque posizione e non
necessariamente adiacenti. Osserviamo prima di tutto che vale il seguente, utilissimo, risultato.

Lemma 12. Se due colonne sono uguali, il determinante € nullo.

Dimostrazione. Supponiamo che v; = v; per le due colonne di indice ¢ < j. Possiamo
scambiare il vettore colonna v; con i vettori vicini, fino a portarlo adiacente al vettore vl

Doy Vi Vi1, Viga, o, Vo) = (=)D (00, Vigr, Vi, Viga, oo, V5, 0,

= (12D (e oy Vg1, Vieas Viy oo oy Viy ),

=0D( ., Vig1, Vig2a. ., Vi, VL)
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dove o = (—1)7~%, cioé pud essere solo +1. Ma allora se sostituiamo v; = v/ = a, per la
proprieta 2 dei determinanti, si ha che

D(.oyVig1,--,a,a,...) =0.

Lemma 13. Se due colonne qualunque, ad esempio la colonna ¢-esima e j-esima (con i # j),
sono scambiate, il determinante cambia segno.

Dimostrazione. Si ripete lo stesso argomento utilizzato nel caso delle colonne conse-
cutive.

Il primo e l'ultimo termine sono nulli per il lemma 12, per cui si ritrova I'espressione
0=D(...,w,...,z,...)0+D(...,z,...,w,...),
dove pero ora w e z sSono in qualsiasi posizione e non necessariamente adiacenti. [

Combinando il lemma 12 con la multi-linearita — proprieta 1 — si ottiene un risultato molto
interessante, di cui si fara uso nel seguito.

Lemma 14. Se ad una colonna si somma una qualungue combinazione lineare delle altre (esclu-
sa la colonna in esame) il valore del determinante non cambia.

Dimostrazione. Sia 14
&ND)
b=>"8v;
i=1
con (3, ..., 3, scalari qualsiasi. Allora

n
(2
'D(...,Vi_l,VZ'—i—b,VH_l,...):D ...,Vi_l,VZ'—I—Z BiviyVigt, .-,

i=1

n
()
= @( Vil Vi, Vi, .. ) + Z B;D ( oy Vs, Vi, Vg, . ) .
J=1

n
11 simbolo Z( ) significa che si sommano tutti i termini per 5 = 1,...,n esclusoy = 1.
J=1
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Dato che per il lemma 13
D(...,Vi_l,V]‘,VH_l,...):0, per j;él
si ottiene

D( Vi, Vit b,VH_l, .. ) = @( ey Vil1, Vi, Vigd, .. )

1.2.3 Esistenza ed unicita del determinante

Teorema 15. Esiste una unica funzione determinante che soddisfa le proprieta 1, 2, 3 e che si
indica col simbolo | - |.

Dimostrazione. Poiché, come si € gia osservato nell'introduzione, si puo scrivere

n
A, =D Agjey,
k=1

dalla multi-linearita del determinante segue che

®(A017 ) Aon) =D Z Ailleim Z Angei27 L) Z Ainnein 3

11=1 ip=1 in=1
n n n
=3 4D (e, > Aipeiy, o > Aine, | (1.17)
i1=1 ip=1 in=1
n n n
= A1 > Aiga Y AinDleiy, ey, €0,).
i1=1 1p=1 in=1

Non é difficile rendersi conto che la sommatoria finale ottenuta in (1.17) coinvolge n" ter-

mini, di cui pero soltanto »n! sono non nulli. Infatti tutti i termini del tipo D(...,e;,,...,€i,...)
con s e ¢ tali che 75 = i; sono determinanti di matrici con almeno due colonne uguali e

quindi nulli per il lemma 13. Gli unici termini non nulli sono quindi quelli per cui gli indici

i1,...1, SOono compresi tra 1 ed » ma sono tutti distinti, cioé formano una permutazione

dei primi » numeri interi. Dato che ogni permutazione puo essere ottenuta tramite una

serie di scambi, si ha dal lemma 12 che

Diei,,€iys-.-y€,) = 0(ir,iz,...,0,)D(er1,eq,...,e,),
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dove o (i1, ig,...,1,) PUO assumere solo i valori +1 0 —1 ed e chiamata segno della per-
mutazione iy, i, ...,1,. Osserviamo che il segno della permutazione € semplicemente
—1 elevato al numero (minimo) di scambi necessari per trasformare la sequenza 1, 2,
...,niniy, ig,..., 1, ed & dunque indipendente dalla particolare funzione D( - ) che si sta
considerando. Indichiamo con I1(n) I'insieme di tutte le possibili permutazioni degli interi
1,...,n. La(1.17) puo essere riscritta come

D(A017A027-.-7A0n): Z U(ilyiQ,-..,in)AillAi22...AinnD(eheQ"”’en).
(41,82,...,in ) €TI(n)

Essendo D(I) # 0, possiamo introdurre il simbolo

|A| = Z U(i17i27”'72.77‘)‘42'11‘42'22”"/42'7177‘ = 7
(41,62,-.in ) €ll(n)

Si puo verificare immediatamente che le tre proprieta assiomatiche dei determinanti sono
automaticamente verificate dalla funzione | A |. Le prime due seguono dal fatto che | A |
coincide con D(A) a meno di una costante moltiplicativa, mentre la terza € conseguenza
della normalizzazione per D(I). |

Si noti che la dimostrazione ¢ in effetti costruttiva, in quanto suggerisce una formula, che, sebbene
non praticissima, permette il calcolo del determinante di una matrice. Riprendiamo questo fatto
enunciandolo come un corollario separato.

Corollario 16. Per ogni A € K" si ha

|A|: Z U(il,iQ,-..7Z.n)A42'11AZ'22-..AZ.TLTH
(41,62, in ) €Ml(n)

dove o (i1, 12, ...,1%,) € il segno della permutazione, definito come nella dimostrazione del teore-
ma.

Infine, dalla dimostrazione segue anche un’altra proprieta interessante che sara utilizzata in segui-
to.

Corollario 17. Se D(A) soddisfa le proprieta 1 e 2 allora

D(A) = | A |D(T).
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1.2.4 Determinanti del prodotto

Teorema 18 (di Binet). % Siano A e B due matrici quadrate dello stesso ordine allora
|AB[=[A[|B].
Dimostrazione. Sia C la matrice prodotto AB. Si noti che, partizionando B per colonne,
si ha
C = AB = A [B,1,...B,,] =[AB,,...AB,,],
dato che le componenti di C,;, j-esima colonna della matrice prodotto C, sono
> k=1 A1k Br;
> k=1 A2k By
> k=1 Ank By
Il determinante della matrice prodotto € dunque
|C|=|AB|=|AB,;,AB,;,...,AB,,]|.
Se consideriamo la matrice A fissata, possiamo introdurre una funzione
Da(Viyo oy V) = |Avy, ..., Av, |,
tale che | AB | = D4 (B). Osserviamo ora che valgono le seguenti relazioni

Da(Viy ooy AVE oy, Vy) = AV, oo AAVE, . AV,
= AAvy,...,Avg, ..., Av,]|,

= ADA(Viy ooy Vi, ooy Vi),

Da(Viy ooy VE+ Wiy oo, V) = AV, ., A(VE+ WE), ..., AV, |,
=|Avy,...,Avp+ Awy, ..., Av, |,

= Da(vi,e ey, Vi, ooy, Vi) + Da(Vi, oo oy Why o, V),

8 Jacques Philippe Marie Binet 1786-1856
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ed ancora
Da(vi,...,a,a,...,v,) =|Avy,...,Aa,Aa,...,Av, | =0.
Quindi D soddisfa le proprieta 1 e 2. Per il corollario del teorema 15 é vero che
DA(Be1,...,Ben) = | B|Da(T),

e dato che si ha anche

Da(l) = | ALy, ..., AL, |

= |Ae17"'7Aen|7
=|Ae,.- -, Asnl,
=[Al],

si ottiene infine

|AB|=Da(B)=Da@)|B[=|A[[B].

1.2.5 Determinante della matrice inversa

La formula del prodotto di determinanti permette di correlare immediatamente il determinante di
una matrice con il determinante della matrice inversa. Infatti si ha che

L=|I|=]AA"[=[A[||AT"],
da cui si deduce che
1

A7 =
A]

1.2.6 Regola di Cramer

| determinanti hanno la loro applicazione principe nella regola di Cramer'®, che permette di formu-
lare in maniera teorica la soluzione di un sistema lineare ad » equazioni in » incognite e matrice
dei coefficienti non singolare.

18Gabriel Cramer 1704-1752.
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Dato un sistema lineare, che scriveremo in forma matriciale compatta come Ax = b, Si 0sservi
innanzitutto che il termine noto si esprime come combinazione lineare dei vettori che formano le
colonne della matrice

b=Ax=Aan+ A+ -+Anz, = ZAoﬂCg‘-

=1
utilizzando le componenti del vettore incognito x come coefficienti.

Calcoliamo ora

®(A017"'7A0i—17b7A0i+17"'7A0n) =D th--'7Aoi—lyonj$j7Aoi+17---aAon 3
i=1

n

= Z ij(A017 v Ao, Aoj7 Aoi+17 sy Aon)7

Jj=1
= xig(Aoly ey Aoi—ly Aoi7 Aoi+17 .. -7Aon)7

da cui possiamo ricavare z;

D(A017 o -oni—ly b7 Aoi-l—h R Aon)
D(Ae1, ...y Asp) '

=

perché per j # ¢ ogni termine della sommatoria coinvolge il determinante di una matrice con due
colonne della A ripetute ed e quindi nullo. La regola di Cramer ha senso, cioé & possibile calcolare
gli z;, solo se la matrice A dei coefficienti & non singolare (cioé le colonne sono linearmente
indipendenti). Quindi si richiede che sia

D(Aats ..., Aun) = D(A) £ 0.

Osservazione 10. La regola di Cramer richiede il calcolo di n 4 1 determinanti ” ognu-
no dei quali a sua volta richiede n! somme e prodotti — e quindi sono in tutto (n + 1)!
operazioni aritmetiche. Nel capitolo successivo si mostrera che esistono tecniche di riso-
luzione dei sistemi lineari che forniscono con un costo computazionale O(n?) operazioni'8

perché se abbiamo solo n incognite?
!8Ricordiamo che la definizione corretta del simbolo ©(g(n)), cong : N — R &

0(g) = {h . N R |h(n) < C(h)g(n), pern > no >0,

con C(h) costante reale non negativa indipendente da n}
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di somma e prodotto la soluzione desiderata. Il costo della regola di Cramer e tale che
gia per n = 5 ne e sconsigliabile I'uso, mentre per n pil grandi la crescita del fattoriale
rende questa tecnica di risoluzione di fatto impraticabile. La regola di Cramer ha dunque
un significato essenzialmente teorico.

1.2.7 Dipendenza e indipendenza lineare

| determinanti possono essere usati per vedere se un insieme di vettori & o non e linearmente
dipendente. Consideriamo prima il caso di n vettori vy, vo, ..., v, in IK”. In tal caso possiamo
calcolare il determinante della matrice costituita dalle colonne vy, vo, ..., v, e vale il teorema

Teorema 19. Glin vettori vy, v, ..., v, in K™ sono linearmente indipendenti se e solo se

D(vi,y ..., vy) #0.

Dimostrazione. Supponiamo che vy, vo, ..., v, siano linearmente dipendenti, per cui
esiste una scelta di coefficienti 31, 5,,. .., 8, non tutti simultaneamente nulli tale che

0=751vi+ Bave+ -+ Bovy,

Senza perdere in generalita possiamo supporre che almeno I'i-esimo coefficiente sia non
nullo, cioé 3; # 0, e quindi ottenere

V, = ——V| — " — - —V, = —

B Biz1 Bit1 B 1 &
Viel— ——V; — B;v;.
Bi g s T B B Z_; o

o
Poiché possiamo aggiungere alla colonna i-esima della matrice A una qualsiasi com-

binazione lineare delle altre colonne senza modificare il valore del determinante — vedi
lemma 14 — si puo scrivere

1 &Ko
D(Viyeo oy Vigeoyvyy) =D V17...,VZ'—|——Z Bivi, .oy Va |,
ﬁij:1
=D(vy...,0,...,v,),

= 0.

e che I’espressione d’uso abituale f = O(g), che si legge “f & dell’ordine di g” & un abuso notazionale per f € O(g).
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Viceversa se gli n vettori vy,...,v, sono linearmente indipendenti, allora formano una
base in K™ e quindi gli » vettori della base canonica si possono esprimere come loro
combinazione lineare. Quindi perogni: =1,...,n si ha

n
e;, = Z ARV,
k=1

Vale la sequenza di relazioni

1# D(I)
= D(ey,ez,...,e,)
= D(Y. Atk Vi D Asky Vi, -y D Ank, Vi),
k=1 ky=1 kn=

n

= Z AlklAng "'AnknD(Vk17Vk27"'7an)7
k1,k2,kn=1

n
= S olkr ke, kn) Ak Asky - A, D(V1, Ve, -, V),
k1,k2,...,kn €S

= CD(Vl,VQ, . -7Vn)7

dove si e dapprima utilizzato lo stesso argomento del teorema 15 per ridurre la somma-
toria alle permutazioni degli interi 1, .. .n e quindi si & introdotta la quantita

n

C = Z O-(klv"'vkn)fllkl A4nkn ’
k1., kn €S

che é ovviamente finita essendo somma di un numero finito di prodotti di quantita finite.
Risulta evidentemente che C' # 0 e che D(vy, vy, ..., v,) # 0. [

E possibile generalizzare il risultato appena visto nel caso i vettori siano meno di n? La risposta &
positiva, ma richiede I’introduzione di qualche strumento ulteriore.

Definizione 28 (Sottomatrice). Data una matrice A (non necessariamente quadrata)
possiamo costruire una sottomatrice selezionando solo gli elementi che appartengono
allintersezione di una scelta fissata di righe e colonne di A. Possiamo indicare una
sottomatrice con la notazione esplicita

J1j2.gr
21%2...05 ?
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dove gli indici i1, 19,. .., 15 Si riferiscono alle righe e gli apici ji, jo,. .., j- alle colonne della
A.

Ad esempio dalla matrice

1 3 3 0

0 2 2 -1
A= )

1 1 -5 9

3 5 7 0

possiamo estrarre la sottomatrice

Ovviamente una sottomatrice € ancora una matrice e quindi puo essere indicata al solito da una
qualsiasi lettera maiuscola.

Definizione 29 (Minore). Data una matrice A € IK™*", il determinante di una sua qual-
siasi sottomatrice A7'/2/% ¢ [K*** & detto minore di ordine & di A.

t122...2L

Ci proponiamo ora di dimostrare il seguente teorema.

Teorema 20. Sei k vettori vy, v,..., v sono linearmente dipendenti, tutti i minori di ordine &
della matrice A € K*** conn > £ 1°

A= [V17V27"'7vk]

sono nulli.

Dimostrazione. Un generico minore di ordine & ha la forma seguente

12...k _
Az‘”@...z’k =[wi,Wy,..., W],

dove w; = (v;):,4,...i, € il vettore composto solo dalle componenti con indice di riga i1, i3,
..., 1 di v;. Poiché questi vettori sono linearmente dipendenti, esiste una combinazione
lineare non nulla che genera il vettore nullo

0=7051vi+ Bave+ -+ Bive.

®perché si suppone n > k? Cosa succederebbe se fosse invece n < k?
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Se leggiamo questa combinazione lineare componente per componente sulle righe di
indici 74, 72, ..., 7z, Si ha che vale anche la relazione seguente

0= 56wy + Bowa + - - - + Brwy,

da cui si conclude che i vettori wy, wy, ... w;, sono linearmente dipendenti e quindi che il
minore e nullo per il teorema 19. ]

Possiamo “capovolgere” I’enunciato di questo teorema®®: se esiste almeno un minore di ordine
k non nullo, allora necessariamente i & vettori vy, vs,..., vi sono linearmente indipendenti. Si
ottiene cosi in un criterio che permette di verificare I’indipendenza lineare di un insieme di &
vettori in K™,

Vogliamo mostrare ora che la relazione che lega I’esistenza di un qualche minore di ordine & per
k vettori colonna di IK™ con la loro indipendenza lineare € di fatto una equivalenza, perché vale
anche il seguente teorema.

Teorema 21. Se i k vettori vy, vo,...,vi € K" con sono & < n linearmente indipendenti,
allora esiste almeno un minore non nullo di ordine & della matrice A € K*** conn > k

A= [V17V27"'7vk]‘

La dimostrazione di questo teorema € un pochino pil laboriosa e richiede qualche risultato inter-
medio che enunciamo come lemma.

Lemma 22. Se i k vettori vy, vq,..., v sono linearmente indipendenti ed all’i-esimo vettore
sostituiamo il vettore

5 o
z=vi+Y  Bivj
=1
per unaqualsiasiscelta degli scalari 3y, . . ., Bk, sihache i k vettorivy, va,..., vi_1, 2, Viy1,. ..,V

sono ancora linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sia

0 =yvi+72Va+ -+ ¥ic1Vict T ViZ + Yig1Vit1 + - -+ VeV,

®Ricordiamo che dalla logica elementare se la proposizione A implica B, allora la negazione di B implica la
negazione di A.
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che puo essere riscritto come

k
(@)
0="yvi+72va+---+vi1viei+7% | vi+ E Bivi | +Yix1Vigr + -+ VEVEs
=1

= (M +7ibB)vi+ -+ (vier +viBic1)vier +
Vivi+ (Yit1 +YiBit1)Vigr + o+ (Ve + %iBr) Vi,

poiché vy, vq, ..., v sono linearmente indipendenti segue che

Vs +7iB: =0, s#i e =0,
e quindi

vs = 0, s=1,2,...,k

o in altre parole vy, vy, ..., Vi_1, 2, Vit1,..., Vi SONO linearmente indipendenti. u
Lemma 23. Sia A una matrice le cui colonne sono costituite dei vettori vy, vs,..., v allorai

minori di ordine & restano invariati se all’i-esimo vettore si aggiunge una combinazione lineare
degli altri vettori cioé se si sostituisce al vettore v; il vettore

k
()
Z=V;+ E ﬁ]‘Vj.

=1
Dimostrazione. Basta osservare che un generico minore di ordine % della matrice tra-
sformata si puo scrivere come
B= [W17W27 cey Wi, Xy Wit g, .- '7Wk]7
dove w; = (v;)iyi,..i, €d X; = (2;)4,i,..i, OSSErviamo anche che
o
i=1

e quindi per il lemma 14 il determinante non &€ cambiato. ]

I lemmi 22 e 23 ci danno la possibilita di semplificare la dimostrazione dell’inverso del teorema 20,
infatti potremmo cambiare le colonne della matrice A con opportune combinazioni lineari che non
cambiano il valore dei determinanti dei minori ne la dipendenza o indipendenza lineare dei vettori
colonna e portano la matrice A in una forma opportuna che semplifica la dimostrazione.
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Lemma 24. Sia A una matrice le cui colonne sono costituite dai vettori vy, vs,..., v linear-
mente indipendenti allora tramite opportune combinazioni lineari dei vettori colonna che non
cambiano il valore dei minori di ordine & puo essere messa nella forma

Ty 0 .. 0
T Tyr Ta
A = Y T = 3
M : 0
Ter T2 -+ Trk
con T;; # 0,7 =1,2,...,kameno di opportune permutazioni delle righe.

Dimostrazione. La dimostrazione e fatta per costruzione. Supponiamo infatti che sia
(V1)1 75 0;

se cosi non fosse basta scambiare la riga 1 con la prima riga 7 per cui
(v1)i # 0,

osserviamo che un tale : esiste altrimenti il vettore v, sarebbe nullo ed i vettori v{, vo,
..., v sarebbero linearmente dipendenti. Adesso ai vettori v; sostituiamo i vettori

possiamo ora ripetere il ragionamento per la sottomatrice C perché una combinazione
lineare di zeri da sempre zero e quindi la prima riga non viene pit modificata. ]

A questo punto la dimostrazione del teorema 21 ¢ immediata.

Dimostrazione. Si consideri il minore T del lemma 24. []
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Osservazione 11. |l lettore smaliziato®! notera che stiamo utilizzando senza dirlo espli-
citamente un processo di eliminazione di Gauss sulla matrice B”. La triangolarizzazione
con scambio di righe puo essere effettuata per i & passi necessari proprio perché la ma-
trice B e supposta di rango massimo, il che garantisce I'esistenza dell’elemento pivotale
non nullo. Questo procedimento fornisce anche una tecnica operativa per determinare il
rango di una matrice in alternativa a quella “ingenua” di cercare “a occhio” la sottomatrice
guadrata non singolare piu grande possibile.

Quiesti risultati si riassumono nel teorema finale.

Teorema 25. | k vettori vy, v, ..., v sono linearmente indipendenti se e solo se la matrice A
le cui colonne sono formate dalle componenti degli stessi vettori rispetto alla base canonica ha
almeno un minore di ordine &£ non nullo.

1.2.8 Rango di una matrice

Definizione 30 (Rango). Data una matrice rettangolare A il massimo numero di vettori
colonna di A linearmente indipendenti € detto rango della matrice A in simboli R {A}.
| teoremi fin qui dimostrati forniscono un procedimento per determinare il rango di una matrice.

Teorema 26. Data una matrice A qualunque, il suo rango coincide I’ordine del pii grande
minore non nullo.

Dimostrazione. Sia
A =[aj,ay,...,a,],
e siano
t: FONE - PN  F

vettori linearmente indipendenti, allora per teorema 25 tra tutti i minori di ordine & che
sono formati dalle colonne a;,, a;,,...,a;, ne esiste almeno uno con determinante non
nullo. Viceversa se C & un minore con determinante non nullo costruito dalle colonne a;,,
a;,,...,a; sempre per il teorema 25 segue che i vettori a;,, a;,,...,a;, Sono linearmente
indipendenti. [

2Un lettore smaliziato & per esempio uno studente brillante che ha letto e capito gli argomenti presentati nel capitolo
successivo.
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1.2.9 Il teorema di Rouche-Capelli

Utilizzando i teoremi che sono stati fin qui introdotti e dimostrati & possibile definire dei criteri per
sapere se un dato sistema di equazioni lineari ammette 0 meno soluzioni. Consideriamo il sistema
lineare

Ax=b, (1.18)

dove A € K™% x € K" e b € IK™. Supponiamo che x sia una possibile soluzione, senza
preoccuparci in questo momento della sua unicita. Allora sappiamo che si puo scrivere

b=1Aq+ 22A0n+ -+ TpAen,

cioé il vettore b & combinazione lineare delle colonne della matrice A con coefficienti le com-
ponenti del vettore soluzione. Quindi il numero di vettori linearmente indipendenti dell” insieme
Adt, Aga, ..., Ay, €10 stesso dell” insieme Agq, Aga, ..., A,,, b. Questo in simboli si pud
scrivere come

R{A} =R{A, b},
dove con R {A, b} si intende il rango della matrice
[A017A027 N '7Aon7b]7

cioé la matrice costituita dalle colonne di A piu il vettore colonna b.

Viceversa se il sistema (1.18) non ammette soluzioni, allora il vettore b non & una combinazione
lineare dei vettori colonna della matrice A. Quindi il vettore b é linearmente indipendente dai
vettori colonna di A e quindi il numero di vettori colonna linearmente indipendenti dell’insieme
Ad1, Ay, ..., Ay, € pil piccolo del numero di vettori linearmente indipendenti dell’insieme A4,
Ao, ..., Aen, b. Questo in simboli si puo scrivere come

R{A} < R{A,b}.
Questi risultati si sintetizzano nel seguente teorema
Teorema 27. Siadato il sistema
Ax = Db,
dove A € K™*", x € K" e b € K. Allora il sistema ammette soluzioni se e solo se

R{A} = R{A,b}.
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I risultati sui determinanti permettono di dare una forma operativa del teorema 27, infatti

Teorema 28. Siadato il sistema
Ax = Db,

dove A € K™*", x € K” e b € K™. Allora il sistema ha soluzione se e solo se il massimo
ordine dei minori non nulli della matrice A € lo stesso della matrice [ A, b].

Dimostrazione. Basta applicare il teorema 26 per il calcolo del rango di una matrice. =

Sia x € K™ una soluzione del sistema lineare Ax = b, con A € K™*" eb € K™,conb # 0, e
% € K™ una soluzione del sistema lineare omogeneo Ax = 0. E interessante notare che x + x &
ancora soluzione del sistema lineare non omogeneo:

Ax+x)=Ax+Ax=b+0=Dh.

Quindi, data una soluzione particolare x del sistema lineare non omogeneo — b # 0 — per
ogni soluzione x del sistema lineare omogeneo si ottiene una diversa soluzione del problema non
omogeneo della forma x + . E intuitivo che la soluzione di un sistema lineare non omogeneo —
una volta che ne sia ammessa I’esistenza —  unica solo nei casi in cui possiamo garantire che sia
sempre x = 0, cioé che I’unica soluzione possibile del sistema lineare omogeneo Ax = 0 sia il
vettore nullo.

Formalizziamo questa considerazione nel seguente teorema per matrici quadrate.

Teorema 29. Sia A € K™*", tale che R {A} = n. Allora la soluzione x € K" del problema
Ax = b, conb € K" vettore assegnato, esisteed é unica.

Dimostrazione. Dimostriamo separatamente prima I'esistenza e poi 'unicita.

(7) Esistenza. Poiché in K™ possiamo avere al massimo = vettori linearmente indipen-
denti, R {A} = n implica che R {A,b} = n, e I'esistenza segue dal teorema 27.

(7¢) Unicita. Essendo la matrice A quadrata di ordine » uguale al suo rango, si deduce
immediatamente che le sue colonne A,1, A,s,...,A,,, SONO vettori linearmente
indipendenti. Supponiamo ora di avere due soluzioni possibili del sistema lineare
non omogeneo, che indichiamo con x; e x3, per cui possiamo scrivere Ax; =
Ax; = b. Per differenza si ottiene A(x; — x3) = 0, da cui segue che x; — x3 = 0,
cioé x; = xs. ]
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Che cosa succede se la matrice é rettangolare?

Osservazione 12. Se la matrice é rettangolare con pil colonne che righe — m < n l'u-
nicita non e sicuramente possibile. Infatti il massimo rango possibile € m almeno n — m
colonne sono linearmente dipendenti dalle altre, per cui esistono almeno n — m vettori li-
nearmente indipendenti di IK™, corrispondenti alle combinazioni lineari dei vettori colonna
della matrice A, che sono soluzione del problema omogeneo.

Osservazione 13. Nel caso di matrici rettangolari con pit righe che colonne —m > n — |l
massimo rango possibile € ovviamente n. Tuttavia, il sistema lineare ammette soluzione
soltanto nel caso si abbia R {A} = R{A,b}. Viceversa il sistema lineare sarebbe infatti
sovradeterminato. Questo significa che possiamo eliminare un certo numero di equazioni
e ridurre la matrice finale a quadrata o rettangolare con pil colonne che righe. Nel caso
sia R{A} = n eliminando opportunamente m — n equazioni siamo nella situazione del
teorema 29. Altrimenti dovremo eliminare un numero maggiore di equazioni e saremo
proprio nel caso dell'osservazione precedente.

1.2.10 Cofattori di una matrice quadrata

Sia A una matrice quadrata di ordine n che scriveremo come segue
A=[A,Au, ..., A, ],
osserviamo che il determinante di A si puo scrivere come
|A| = |As, As2, .-, Aur |,

= | Z?:l Aile’h A027 ey A.n |7

n
= Zf/lillehAo% .. '7A0n |
=1

Definizione 31. Chiameremo cofattori i determinanti della forma |e;, Ay, ..., A, | € i
indicheremo col simbolo

ail = |ei7 A027 . '7A0‘n |7
ed ovviamente per un elemento di posizione i, j qualsiasi

Q= |A017 .. '7A0j—17ei7A0j+17 .. '7A0n |
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Definizione 32 (Cofattore). Sia A una matrice quadrata definiremo matrice cofattore di
A in simboli cft{ A} la sequente matrice

a1 Oq2 s A1n
Q21 Qg2 Qp
cft{A} = | _ _ ,
: ’ ’ Aqp_1n
(2751 e Oppn—1 [879%0)

cioe e la matrice in cui al posto dell’ elemento A;; sostituiamo il cofattore ;.

Introduciamo una notazione molto comoda per indicare i cofattori:

aij:|A017'"7A0j—17ei7A0j+17'"7A0n|: ‘A(]—eZ

9

dove con A < v si indica la matrice uguale ad A tranne per la j-esima colonna che & sostituita
con il vettore v. Con questa notazione la regola di Cramer si puo scrivere come segue

A b
Ax=b = xk:T.
La multi-linearita del determinante diventa
i) ‘A&AV‘ :/\|A<LV7
i) ‘A&V-}-W‘:‘A&V“F‘A&W‘-

Con questa notazione — tramite la linearita — il determinante si puo calcolare con lo sviluppo sulla
prima colonna

n n
[A[=)"An|A & e | =D Anai,
i=1 i=1

oppure, in maniera del tutto analoga, con lo sviluppo sulla &£-esima colonna

A= Ap| A & e | =D Airaip.
=1 =1

Enunciamo ora una proprieta che sara utilizzata nel seguito.
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Lemma 30. Sia A una matrice quadrata e «;; i suoi cofattori allora vale

5jk| Al = E Aikaij-
=1

Dimostrazione. Per j = k il lemma fornisce esattamente la formula dello sviluppo del
determinante sulla colonna k. Invece, se j # k, si ha

Aéei

3

n n
> Awmei; =3 A

= A Agl=0

= ‘A# ZAikei

=1

n
=2 ‘A e Ajje;
=1

Infatti la matrice A «— A.,; si ottiene sostituendo nella matrice A la colonna j-esima con
la colonna k-esima. Se j = k riotteniamo la matrice A, altrimenti otteniamo una matrice
con due colonne uguali, il cui determinante e nullo per il lemma 12. ]

1.2.11 Rappresentazione della matrice inversa

Il risultato precedente permette di definire una formula per la rappresentazione formale?? dell’in-
versa di una matrice quadrata. Consideriamo, per iniziare, il seguente teorema.

Lemma 31. Sia A una matrice quadrata di ordine » e cft { A} la sua matrice cofattore; allora
vale

cft{A}T A =|A|L

Dimostrazione. Scriviamo esplicitamente il prodotto della trasposta della matrice cofat-
tore di A per la matrice A. Si ottiene

Zn:(Cft{A}T)ﬁAik = zn: Alk(Cft{A})” = Xn: Aikaij = 6jk| Al

=1 =1 =1

dove l'ultima uguaglianza si ricava applicando il lemma 30. [

Il teorema seguente I’espressione dell’inversa di una matrice A con | A | # 0.

2g;j noti bene che si sta parlando di rappresentazioneformale e non di calcolo della matrice inversa.
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Teorema 32. Sia A una matrice quadrata di ordine n con determinante non nullo. Allora A é
invertibile e la sua inversa verifica la relazione

1

A7l = —
| Al

cft{A}T.

Dimostrazione. Dal lemma 31 si ottiene subito I'espressione dell'inversa sinistra

cft{A)"
cit{A} , _
|A|
L'unicita dell'inversa — destra e sinistra — conclude la dimostrazione del teorema. [ ]

Osservazione 14. Questa relazione fornisce una rappresentazione esplicita della matri-
ce inversa; in particolare si osservi che I'inversa si puo costruire solo se il determinante
della matrice € non nullo, cioe la matrice A é di rango massimo.

Vale anche in questo caso la stessa osservazione fatta per la regola di Cramer, e cioé
che questa formula ha un significato essenzialmente teorico, ma, dipendendo dal calcolo
di n2 cofattori, che, come vedremo nella prossima sezione, comporta il calcolo di minori di
ordine n — 1, é troppo costosa per essere di qualche utilita computazionale. Anticipiamo,
come si € fatto per la regola di Cramer, che esistono tecniche numeriche che calcolano il
determinante di una matrice con un costo computazionale assai inferiore.

1.2.12 Calcolo dei cofattori
Teorema 33. Sia A una matrice quadrata allora
aij= (=)A= (-1)"7 Asij |,

dove con A_;_; si intende la sottomatrice ottenuta sopprimendo la riga i-esima e la colonna
j-esima della matrice A.



Sistemi Lineari

65

Dimostrazione. Osserviamo che

Inl
Ay o0 Agjor 0 A
|
]
-]

aij=|_Ai_ - A 11 Aij

1
. . [ .
Anl e Anj—l :0: Anj—l—l

Ajmar oo A1 101 Ay -
i i=1j=1101Ai—1j4

e che tramite opportune combinazioni lineari delle colonne possiamo scrivere

A Ayj_y (0] Apjpr
1
HE
Aizan - Aicy -1 9}_14_2—_11*_1 _______
05 = 0 .. 0 111 0

Anl Anj—l

01 Anjp
Quindi, definendo i vettori
I All | [ r/112 |
Vi — A1 Vo — Ai_12
L= 222 , = |42
Ay | Aiyi2 |7
L Anl J L An2 i
[ A ] [ A2 ]
v Az—l]—}-l v Ai—l]+2
= |———dT po = | =L
I Aiprjpr | ’ Aiprja |
Anj+1 ] L ‘Anj+2

si verifica facilmente che «;; € funzione dei vettori vy, vy, ..

mo quindi scrivere

i = fi;(V1, Ve, o, Vo1, Vg, -

Aiy1r v Az’+1j—1—|l0|_Ai+1j-|—1 ce

A41n

Vi1l = |77~ ;

.y Vi1, Vit1,. .., V,. POSSia-

-7VTL)7
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e la funzione f;; soddisfa i primi due assiomi sui determinanti. Introduciamo per sempli-
ficare le notazioni il simbolo I,, € K"*" che rappresenta la matrice identita di dimensioni
n x n. Quindi per il corollario del teorema 15

i = fi;(V1, Vo, oo Vo1, Vi, .o e, Vi),
= |V1,V2,...7V]'_1,V]‘_|_1,...,Vn|f2"7'(]:n_1)7

osserviamo che

[
Ay Agjor ) Ay o Ang
|
: |
: : | : :
Aioqy oo Aqj 1 A - Ay
V17V27"'7Vj—17vj+17'--7vn|: ___________ 4 3
At Aipij—1 :Ai-|—1j+1 Aitin
| .
| :
f{lnl A4n]—1 I f{lnj—l—l A4'rm
= |A—i—j |.
Supponendo ad esempio ¢ < 7 abbiamo
fii(Inoh) = lei, ..., ei21,€i41,...,€5_1,€,€j,...,e,],

con ey, ey, ..., e, base canonica di IK"*"; con |i — j| scambi si ottiene
el,...,ei_l,eH_l,...,ej_l,ez-,ej,...,en,
A
€1,e,...,€ey,
e quindi
fijler,eq,...,eq21) = |€1,...,€1,€i41,...,€_1,€,€j,...,€e,],
= (—1)|i_j||e1,e2,...,en ,

= (=1)l-l,

Corollario 34. 1l determinante ha quindi il seguente sviluppo (detto di Laplace?3)

n

A= (1) A5 AL, j=1,2,...,n.

=1

ZPierre-Simon Laplace 1749-1827
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1.2.13 Determinante della trasposta

Ci chiediamo ora che valore assume il determinante della matrice trasposta. Abbiamo gia visto lo
sviluppo del determinante lungo le colonne, cerchiamo ora una formula analoga per lo sviluppo

per righe.

Teorema 35. Il determinante si sviluppa come

A=) (1) Al Asisj], i=1,2,...,n.
i=1
Dimostrazione. Basta osservare
|A| = |A017A027---7A0n|7
= | Allel + b7 A027 .. '7Aon |7

dove

ed usando la multilinearita del determinante
|A| =|A11e1, A2, -, Agn |+ | b, Ao, ..., Agn |
=Aj1|ler; Aez, o Agn |+ | by Ao, A s
= Ajja11+ | by Ao, Ay,
in maniera analoga possiamo continuare
|A| = Ajjoq1 + | b, Aga, ..., Agn |,

= Anag + Agarz+ e, A, .0, Ay |,

=Anap 4+ Apon, +10, A, A
=Anap+ -+ Aoy,

ed utilizzando il teorema 33 otteniamo proprio I' espressione (1.19).

(1.19)
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Siamo in grado ora di dimostrare il sequente teorema

Teorema 36. Sia A una matrice quadrata di ordine n, allora vale

|A|=]AT].
Dimostrazione. Si puo dimostrare per induzione sull’ordine della matrice.

n = 1 ovviamente non c’e nulla da dimostrare;

n > 1 assumiamo come ipotesi induttiva che I'enunciato del teorema sia vero per n — 1
e verifichiamo che segue n. Consideriamo lo sviluppo del determinante di A sulla
prima colonna e lo sviluppo del determinante di A7 sulla prima riga. In entrambi i
casi abbiamo una somma di termini ognuno dei quali € il prodotto di un elemento
della colonna di A o della riga di A" — che quindi coincidono — per i corrispondenti
cofattori. Ma questi sono determinanti di sottomatrici di ordine » — 1 — si elimina
sempre una riga ed una colonna — A e di AT a due a due una trasposta dell’altra,
per cui dall'ipotesi induttiva sono uguali. Il teorema segue immediatamente. [

1.2.14 Determinante di matrici diagonali a blocchi

Teorema 37. Sia A una matrice quadrata partizionata a blocchi come segue
B o0
A= :
0 C

|A[=]B[C|.

dove B € KPXP e C € [K?%9, allora

Dimostrazione. Osserviamo che fissata la matrice C il determinante di A e funzione
delle colonne della matrice B e quindi possiamo scrivere

|A|=Dc(Bai, Baa, .. ., Bay).

E immediato verificare che Dc(Ba1, Bag, . .., B,,) soddisfa i primi due assiomi dei deter-
minanti e quindi per il corollario del teorema 15 si ha
QC(Boh B027 .. -7B0p) = | B |®C(Iol7 1027 .. '7Iop)7
I 0
=|B| :
0 C
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In maniera analoga otteniamo

I
0

da cui segue subito

0

= DI(COM 0027 ey Coq)

= |C||Iol71027"'710q|7
I
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1.3 Autovalori ed autovettori

Sia A € IK"*”™ e consideriamo la matrice M (\) definita al variare dello scalare A € K dalla
relazione

M(A) = A — AL
Per quali valori dello scalare A la matrice M (\) e la sua trasposta M T () sono singolari?

La condizione di singolarita si impone richiedendo che le matrici M () e M7 () non siano di
rango massimo, cioe che il loro determinante sia nullo.

Dato che si ha | M(A)| = | MT()) | per ogni scalare A, & evidente che gli scalari che cerchiamo
sono gli stessi per | M(A) | ed | M7 (}) |.

Definizione 33. I valori che rendono singolare la matrice M()\) — e quindi anche M7 ()
— sono gli autovalori di A.

Lemma 38. Il determinante della matrice M () & un polinomio in A di ordine 7.

Dimostrazione. Dalla formula dello sviluppo del determinante:

A=A = 3 olinizeeerin) (At = 8yt A) -+ (Ajn = 8innA)
(HJ%Jn)EH(n)

tutti i termini della sommatoria sono polinomi in A di grado al piu n. ]

Dato che una matrice & singolare quando il determinante & nullo, la condizione di singolarita per
M(A) ci porta alla seguente definizione.

Definizione 34 (Polinomio caratteristico). Il polinomio
pa(A) =] A = M|,

e detto polinomio caratteristico della matrice A.

Osservazione 15. Gli zeri del polinomio caratteristico di A sono gli autovalori della ma-
trice A.
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Per il teorema fondamentale dell’algebra il polinomio caratteristico si fattorizza come prodotto di
binomi elevati ad opportuni esponenti m,;

Pa(A) = (=1 (A = A" (A = Ag) ™2 - (A = Ag) e,

dove mgy + mga + -+ mys = ne X £ Ajsei # j.

Definizione 35. Se il polinomio caratteristico di A ammette s < n zeri distinti che sono
gli s autovalori, e si fattorizza come sopra, ad ogni autovalore \; compete una molteplicita
algebrica my;.

Se la matrice M () € singolare per un dato valore dello scalare A, allora deve esistere almeno un
vettore x # 0 tale che

M(Mx=(A-AI)x=0.

Analogamente se la matrice M7 () & singolare per un dato valore dello scalare A, allora deve
esistere almeno un vettore y # 0 tale che

MT(\)y = (AT - AXI)y =0,  ciog, trasponendo,
yIM(\) = y(A — AI) =07,

In generale si ha che x # y, anche se si riferiscono allo stesso scalare A che rende singolari M ()
e MT ().

Definizione 36 (Autovettore destro). Un vettore colonna u # 0 € un autovettore destro
della matrice A rispetto ad uno scalare A se vale la relazione

Au = )du.

Definizione 37 (Autovettore sinistro). Un vettore riga w’ # 0 & un autovettore sinistro
della matrice A rispetto ad uno scalare A se vale la relazione

wlA = w’.
cioé w & autovettore di A7
Osservazione 16. Ricordando la definizione di kernel di una matrice, possiamo dire che

gli autovettori destri — risp. sinistri — di A rispetto ad un autovalore A € K™ sono tutti e
soli gli elementi del ker(A — AI) —risp. del ker(AT — AT).
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Lemma 39. Se xy, X2, ..., Xg Sono & autovettori dello stesso autovalore A;, allora ogni loro
combinazione lineare € ancora un autovettore rispetto allo stesso autovalore.

Dimostrazione. Scelti k& scalari qualsiasi 31, 82, . . ., 8 Si ha che

k k k k
A Zﬁjx]- = Zﬁij]- = Zﬁj/\ixj =\ Zﬁjxj'
J=1 J=1 i=1

i=1

Definizione 38 (Molteplicita geometrica). Definiamo come molteplicita geometrica del-
l'autovalore J;, indicata con my, il massimo numero di autovettori linearmente indipen-
denti che possiamo scegliere nello spazio di vettori ker(A — AI) associato all'autovalore
A

Teorema 40. La molteplicita algebrica m,; di un autovalore A; & sempre maggiore o uguale
della corrispondente molteplicita geometrica my;, cioe

Mg; > My;.
Dimostrazione. Siano uy, uy, ..., u,,, gli autovettori corrispondenti a A;, che possiamo
sempre considerare ortonormali (altrimenti si applica Gram-Schmidt).

Se my,; < n aggiungiamo altri n — m,; vettori per completare una base ortonormale. Sia
T la matrice le cui colonne sono questi vettori.

T = (uy, ug, ,us,...,Uy_1, Uy,), che verifica
TI'T =1, dacui TT =77

AT = [Ny, Auy, W, .2 ]

Possiamo quindi scrivere

T AT = TTAT = | oo 0 SR 7
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da cui segue che
|A=XI|=|T"'(A-A)T|=|T AT - AI|

A — A

= (A = A)"9| C = M|,

quindi X; & una radice del polinomio caretteristico di molteplicita almeno m,; ma puo
essere superiore se | C — \;I| = 0. Concludendo m,; > my;. [ |

Osservazione 17. Se un autovalore, per esempio I':-esimo, ha molteplicita m,; > my;,
allora, poiché mg,1 + mgys + - - -+ m,s = n, NON Ci sSono abbastanza autovettori linearmente
indipendenti per formare una base.

Osservazione 18. Una matrice A € non singolare se e solo se non ammette lo zero
come autovalore.

Osservazione 19. Se A e a valori reali e A € un numero reale allora possiamo trovare
una base di ker(A — X\;I) i cui vettori hanno componenti reali.

1.3.1 Matrici reali simmetriche e hermitiane

Ricordiamo le definizioni gia introdotte nel capitolo riguardante vettori e matrici. Una matrice
quadrata A si dice simmetricase A = AT mentre si dice hermitianase A = AX.

Osservazione 20. Per matrici reali (tutte le componenti sono reali), i concetti di simme-
tria e hermitianeita coincidono, mentre differiscono per matrici complesse (almeno una
componente e complessa).

Esempio 25.
1 2 3 1 2 3
A=12 1 1], B=|-2 1 1],
3 10 -3 10

A € una matrice simmetrica, mentre B non lo e.
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Esempio 26.
1 2 3 1 241 3—4
A=12 1 1|, B=|2-21 1 1,
3 1 0 3+ 4 1 0
1 2—1 3+4
cC=1|2-1 1 1|,
3+ 4 1 0

A e B sono matrici hermitiane, C non lo €. A e C sono matrici simmetriche, B non lo e.

Completiamo queste due definizioni, introducendo una nuova definizione.

Definizione 39. Una matrice quadrata A si dice normale se AA” = AHA.

Esempio 27.
1 2—12 0
A=|24: 4 1|,
0 1 1

A e una matrice normale (€ anche hermitiana).

Le proprieta di simmetria per matrici reali o di hermitianeita per matrici complesse, inducono
proprieta molto “forti” su autovalori ed autovettori. Vale infatti il sequente teorema.

Teorema 41. Una matrice reale simmetrica o hermitiana ha solo autovalori reali.

Dimostrazione. A reale e simmetrica = A hermitiana. Supponiamo che A sia hermi-
tiana e che siano A e u # 0 un autovalore ed il suo autovettore. Moltiplicando a sinistra
per u’’ si ottiene

Au = )y, = uf Au = Auflu =)y,

da cui si ricava un espressione per l'autovalore A

H
u’Au
2
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Dalla definizione di norma e di autovettore segue che il denominatore € sicuramente un
numero reale strettamente positivo. Anche il numeratore € un numero reale, come si
vede dalla sequenza di uguaglianze

u?Au = (uAuw)7, [u? Au & un numero]
= (A Au)T, [z =Z]
= (ufAu)f, () ="
= uf AH (uf)H, [trasposizione del prodotto]
= ufAu, [A = AT,

quindi u¥ Au € R. Essendo A un rapporto tra numeri reali, & a sua volta un numero
reale. ]

Teorema 42. Per ogni autovalore di una matrice reale simmetrica esiste un autovettore che ha
solo componenti reali.

Dimostrazione. Sia A reale e simmetrica, A un autovalore e u = a + b un suo autovet-
tore in cui abbiamo separato le componenti reali e complesse:

A(a+1b) = A(a+ 1b),
da cui segue uguagliando le parti immaginarie e reali
Aa=)a, Ab = )b.

Poiché si suppone sempre u # 0, almeno uno dei vettori reali a o b € non nullo ed e
autovettore di A rispetto all’autovalore . ]

Teorema 43. Sia A matrice reale simmetrica o hermitiana, A e u due autovalori distintie u e v
due corrispondenti autovettori. Allora u e v sono ortogonali, cioé

u-v=20
Dimostrazione. Osserviamo che
Au = Au, = vl Au = Ay,
Av = pv, = uAv = uuHV
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Sottraendo membro a membro le due relazioni cosi ottenute
vl Au = Aviu,
vl Au = ,uvHu.

segue che

perché \ # p. [ ]

Infine vale la seguente osservazione.

Osservazione 21. Se A e una matrice simmetrica o hermitiana, allora segue immedia-
tamente dalle definizioni che ogni autovettore destro € anche autovettore sinistro. Per
esempio, per A simmetrica

Ax =xx = (Ax)T = T, [trasposizione]
= xTAT = xxT, [A = AT]
= xTA=Xx".
Infine, una proprieta fondamentale delle matrici reali simmetriche o hermitiane consiste nella pos-
sibilita di diagonalizzarle mediante opportune trasformazioni dette trasformazioni di similitudine

che coinvolgono (ma solo in questo caso particolare) matrici ortogonali o unitarie, di cui diamo
di seguito la definizione.

Definizione 40 (matrice ortogonale). Una matrice A e ortogonale se la sua trasposta
coincide con la sua inversa. Cioé

AT = A,

Definizione 41 (matrice unitaria). Una matrice A € unitaria se la sua trasposta coniu-
gata coincide con la sua inversa. Cioé

A = AT,

Osservazione 22. Nel caso la matrice A sia a valori reali allora il concetto di unitarieta
e ortogonalita coincidono.
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Teorema 44. Sia A una matrice reale simmetrica, allora esiste una matrice U ortogonale tale
che:

A1

A2
UTAU = . ;

con Aq, Ag,..., A, gliautovalori della matrice A

Dimostrazione. La dimostrazione € per induzione. Il teorema € vero per matrici 1 x 1.
Sia A; un autovalore di A (reale per il teorema 41) ed w; un corrispondente autovettore
di norma 1 (che possiamo assumere a valori reali per la osservazione 19). Possiamo
completare w; ad una base ortonormale wy, ws,..., w, per la osservazione 5. Sia U la
matrice le cui colonne sono i vettori wy, wy,. .., w,,. Allora avremo WIW = I, infatti

(WIW)ij = >~ Wi Wij = W, - W, = 6.

k=1

Inoltre dal fatto che AW,; = \; W,; avremo

dove n e B sono rispettivamente un vettore riga e una matrice quadrata non ancora
specificate. Moltiplicando a sinistra per W7 otteniamo

WTAW = | o 7 (1.20)

e dal fatto che A & simmetrica segue che W AW ¢é simmetrica. Quindi la matrice a
blocchi a destra in (1.20) € simmetrica e quindi » = 0 e B e simmetrica. Applicando
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l'induzione esistera una matrice S ortogonale tale che

A2
A3
STBS = _ 7
An
per cui avremo
1 07 10" 1 o A oooT 1 :of
...................... WIAW || = RRRTRRRIOE SRCTTRSSIS) [ RRSRIORSS SASPRRSRRSY [ (RRRRSRORSE SASSRRRREN)
0 s’ 0 S o isT 0 ! B 0 S
M o’
NE I I e
e = M 7
0o :sTBs 0
L An |
o
A2
L An
Quindi ponendo
1o
U=W | e 7

abbiamo che U e la matrice ortogonale cercata. [
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Teorema 45. Sia A una matrice hermitiana, allora esiste una matrice unitaria U tale che:

A1

A2
UTAU = , :

con Ay, Ag,..., A, gliautovalori della matrice A

Dimostrazione. La dimostrazione € praticamente identica a quella del teorema prece-
dente, purché si sostituiscano i termini “simmetrico” e “ortogonale” con “hermitiano” e
“unitario” e tutte le trasposizioni di matrici reali — che coinvolgono la notazione ()7 —
siano reinterpretate come trasposizioni con coniugazione — notazione (-)7. |

1.3.2 Spettro, raggio spettrale e localizzazione degli autovalori sul piano
complesso

Definizione 42 (Spettro). Linsieme degli autovalori di una matrice A si chiama spettro
della matrice e si indica usualmente col simbolo o (A).

Definizione 43 (Raggio spettrale). Data una matrice quadrata A con autovalori A(, A,.. .,
A, il numero

o(A) =max{|\;] : 1 =1,2,...,n},

e detto raggio spettrale della matrice A.

Esempio 28. Determinare il raggio spettrale della seguente matrice

1 -1 0
A=|1 1 0
1 2 1

Calcoliamo gli autovalori come zeri del polinomio caratteristico
pa(A) = |A=AI|=...

=1-2A=-A+2)(1-X-1),
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Determiniamo il raggio spettrale dalla definizione

o(A) = max {[1], |1 +4|,[1 —i[} = V2.

Teorema 46 (dei cerchi di Gerschgorin). Sia A € IK™*™ e I’insieme dei humeri complessi

n n
(i)
S= U z: |Aii—z|§z |Asi|
=1 7=1
allora ogni autovalore di A stain S.
Dimostrazione. Sia A, u una coppia autovalore, autovettore di A, e k l'indice della

componente di modulo massimo di u

e = _max Jui].

Calcoliamo la relazione Au — Au = 0 alla k—esima componente
ZAijj — /\uk = 0, = (Akk — /\)uk = —Z Akju]-,
7=1 7=1
Prendiamo il modulo da entrambe le parti e dividiamo per |u| > 0:

n n

(k) Uy (%)
[Age = AL <D0 Al |5 <Y 1Akl = xes.
i=1 U=
Esempio 29.

144 1 : A = 0.69+0.82i,
A=| 1 2 0 |, o(A)=[X = 229+0.18i
T -3 6+ A3 = 6.02+1.01:

y -




Autovalori ed autovettori 81

Esempio 30. Possiamo avere anche situazioni “insolite”. Per esempio,

40 0 Moo= 4
A=10 2 2|, o(A)=|Xx = 201+1),
0 —2 2 A3 = 2(1—1)
y

1.3.3 Matrici a diagonale dominante

Definizione 44 (Dominanza diagonale). Una matrice quadrata A si dice a diagonale
dominante se

| Azs| > Z(i) A 1=1,2,...,n

i=1

e la disuguaglianza stretta vale per almeno un indice i. Se la disuguaglianza stretta vale
per ogni indice 7 allora la matrice A si dice a diagonale strettamente dominante.

Teorema 47. Se una matrice A é a diagonale strettamente dominante allora & non singolare.

Dimostrazione. Basta osservare che lo zero non puo appartenere all’'unione dei cerchi
di Gerschgorin, e quindi la matrice non ha 'autovalore nullo. ]

1.3.4 Matrici definite positive

Definizione 45 (matrice definita positiva). Sia A una matrice quadrata tale che per
ogni vettore u € K” valga
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@ ulAu>0

@ ulAu=0 = u=0

allora diremo che A e definita positiva. Se la condizione (2) viene a mancare allora diremo
che A é semidefinita positiva.

Definizione 46 (matrice simmetrica e definita positiva). Se la matrice A definita po-
sitiva € anche simmetrica allora diremo che A é simmetrica e definita positiva, che
indicheremo con 'abbreviazione SPD 2.

Teorema 48. Se A é definita positiva allora ha solo autovalori positivi.

Dimostrazione. Sia A un autovalore di A allora esistera un autovettore u tale che
Au = \u,
moltiplicando per u” abbiamo
u"Au=uTu=\|ul?,
da cui

ul Au

2
[[ull

Teorema 49. Se A éSPD allora|A| > 0.

Dimostrazione. A reale simmetrica = esiste una matrice ortogonale reale U tale che
A =UTAU,

con A = diag(A1, Ag, ..., A,), € A; > 0 autovalori di A SPD. Ricordiamo che

|A]=|U"||A||U], [Binet]
=|U-'ull 4], [Binet]
= 4], I =1
= XMy, >0

2Dall’inglese Symmetric Positive Definite
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Teorema 50. Sia M ¢ K(n+m)x(n+m) Spp della forma

con A € K" e C € IK™*™ allora le matrici A e C sono SPD.

Dimostrazione. Consideriamo tutti i vettori della forma

Dalla sequenza di relazioni

0<w Mw=| T of || ................ —ulAu.

segue che u” Au > 0 per ogni u € K”. Quando u”Au = 0 si ha anche w"Mw = 0, e
quindi w = 0 perché M é SPD. Ma questo implica che u = 0, di conseguenza A e SPD. In
modo analogo si procede per la matrice C, prendendo vettori della forma w” = (0, u)7.

n

Teorema 51 (di Sylvester). 2 Sia M € R™*™ e consideriamo la seguente partizione della
matrice

dove A(K) ¢ R¥*F e C € R(*—#)x(»=k) _Allora sono equivalenti

@ M é SPD,
% James Joseph Sylvester 1814-1897




84 Matrici e vettori

@ |A® | >0 per k=1,2,...,n

Dimostrazione. =@ Per il teorema precedente ogni blocco A*) ¢ SPD e quindi
A | >0
@@= Si dimostra per induzione come segue.

e n = 1la matrice M e uno scalare ed il teorema & banalmente verificato.

e n > 1 Supponiamo il teorema vero per matrici di dimensione »n—1 (ipotesi induttiva).

Partizioniamo la matrice M nel seguente modo

NGOl
M= | ........... 7
b" A,
e definiamo
I —(Ar=) Ty I 0
L= |, 7 LT = |, -
0 1 —bT(A=y=1E
Osserviamo che
Al 0
LIMIL = |
0 A, —-bTAl-p
Tenendo conto che |L| = |L” | = 1 si ha che

IM| = |L-TLT™™MLL™ |,

= |L-T||L"™ML|| L',

_ |A(n—1) |(Apy — bTA(n—l)b)7
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e poiché [ M |,| A(»=1) | > 0 per ipotesi induttiva, allora segue che

A, —bBTA=Dh 5 0.

Consideriamo ora un vettore qualunque z, ponendo w = L~'z e partizionando w come

segue
u
w = ,
N

dove u € un vettore di » — 1 componenti ed « € uno scalare. Allora avremo che

z' Mz = wLTMLw,

=u"A Ny 4+ 2 (Apy — bTA(”_l)b).
Per ipotesi induttiva la matrice A("~!) & SPD, quindi
z' Mz > 0.

Sia ora z" Mz = 0 allora questo implica che & = 0 ed u = 0 quindi z = L~'0 = 0. Di
conseguenza M e SPD. [ ]
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1.4 Norme di matrici

Vogliamo mostrare che la nozione di norma introdotta per i vettori si puo estendere al caso delle
matrici. Dato che I’idea di “lunghezza di una matrice” non & intuitiva, svilupperemo I’argomento
in maniera formale. Iniziamo introducendo alcune proprieta interessanti delle norme vettoriali.

1.4.1 Alcune proprieta delle norme vettoriali

Teorema 52 (Continuita delle norme). La norma vettoriale & una applicazione (uniforme-
mente) continua dallo spazio dei vettori K™ in R.

Dimostrazione. Luniforme continuita delle norme segue immediatamente dalla relazio-
ne

Il =yl | < I - vl

Teorema 53 (Equivalenza delle norme). Se ||- HI e |- H“ sono due norme in K", allora
esistono due costanti o, 3 > 0 tali che,

" ! "
allx" <[ <Al ¥xe K"

Dimostrazione. Se x = 0 il teorema e banalmente verificato. Se x # 0 si proce-
. . < " .

de dimostrando che l'enunciato e vero per [|-|| = |||, ed il caso generale segue

immediatamente per confronto.

Consideriamo l'insieme S = {y € K" : |ly||., = 1}. Si osservi che S e chiuso e li-
mitato (per esempio tutte le componenti di ogni vettore y € S verificano la condizione
|z;| < 1), quindi € un compatto in IK™. La funzione norma || - H' é continua e quindi as-
sume in S il suo minimo (finito) strettamente positivo ed il suo massimo che indicheremo
rispettivamente con « e 3. Per ogni vettore x € K" si ha che

y=-——2¢5

e quindi vale

1
0 < a=minl|y
“ ;nelgu I

da cui si ottiene o|jx||.. < [|Ix]|" < Bl|x[... n
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Osservazione 23. Per ogni vettore x € K™ valgono le diseguaglianze

(1) XMoo < lIxlly < Vol
(i) Iy < [1xlly < vl
(i) xllee < lixlly < nllxll

Dimostrazione. Le disuguaglianze del punto (7) si ottengono di fatto ripetendo I'argo-
mento utilizzato nella dimostrazione del teorema precedente; le disuguaglianze del punto
(71) si ottengono o per maggiorazione diretta o sfruttando alcune proprieta fondamenta-
li delle norme vettoriali e dei prodotti scalari; infine, le disuguaglianze del punto (7i7) si
ottengono combinando le diseguaglianze dei primi due punti.

(¢) Si prenda H-H' = ||'||, e si osservi che ogni vettore y € S deve avere almeno una
componente di modulo uno, diciamo quella corrispondente all'indice k con 1 < k <
n, e tutte le altre per ¢ # k di modulo |y;| < |yx| = 1. Si ha che

" (%)
Iyl =1+ "> Vyes,
=1

da cui segue che
o = min [y[l,

B = r;lggHYHQ =+vn

(#7) La prima diseguaglianza del punto (i7) si ottiene notando che per x € K"
n n n 2
2 2 2 2
[xll* =D lal® < DMl + Y lal 2] = [ZI@I] = Il

i=1 i=1 i#j i=1

mentre la seconda si ottiene applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
[, )1 < [l lly

al generico vettore x € K" ed al vettore ausiliario y definito da

-
= sex; 0
yi=4q T

0 ser; =0
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e considerando che vale
1

2
<Vn

(%, ¥)l =

n 1 n
=Y lul=lxll, e lyl,=[I:¥I]" = l2|%|2

n
Z Y
=1

(2i2) le diseguaglianze del punto (iz:) si ottengono combinando facilmente le prime due.
|

1.4.2 Cosa e lanorma di una matrice?

Sia data una matrice A € K™*" e un vettore colonna x € K”. Il prodotto Ax & un vettore
colonna di dimensione m. Consideriamo inoltre due norme vettoriali, che indicheremo con || - ||,
e | -, definite rispettivamente in IK™ e IK”. Cerchiamo la pi piccola costante /&', ammesso che
esista, che soddisfa la diseguaglianza

[Ax]|, < K

x|, , Vx € K"

Per x = 0 la diseguaglianza precedente é verificata banalmente per qualsiasi costante K. Per

questa ragione possiamo considerare solo vettori x # 0, per i quali vale sicuramente I’espressione

faxi), = 12 ), < [pM Il

[1ll3 y20 [yl

che ci permette di identificare K con I’estremo superiore tra parentesi quadre. Nel seguito dimo-

streremo che nelle condizioni in cui ci siamo posti questo estremo superiore esiste sempre finito.

Per ora osserviamo che questa quantita dipende soltanto dalla matrice A e dalla scelta delle norme

vettoriali fatta all’inizio, come del resto € ragionevole aspettarsi. Questa quantita & quindi una

caratteristica della matrice A e che si comporta come una norma, nel senso che soddisfa le tre
proprieta fondamentali che intervengono nella definizione assiomatica delle norme.

Teorema 54 (di esistenza ed unicita). Per ogni matrice A € IK™*" vale

A
supw: max ||Ay]||, -
y2o [I¥lls  Ivll=1
Dimostrazione. Dato che vale
A
[Ayll, _ A(L) ~ Az, con z= Y e [zl =1,
111, Iyl /|, 1y,
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allora deve valere anche

Ay
1A% _ wp 1aal,.
yzo I¥lly =1

Ragionando come nella dimostrazione del teorema di equivalenze delle norme, introdu-
ciamo ancora l'insieme S = {z € K" : ||z||_, = 1}, che abbiamo detto essere un compat-
to in K”. La funzione che associa ad ogni vettore z € S la quantita ||Az||, € ovviamente
continua (composizione di funzioni continue) e quindi assume in S il suo massimo. Sia
zy € S il vettore tale che

Azl = max [[Az]], .
llzl,=1
Essendo I'estremo superiore un maggiorante e non potendo essere strettamente mag-
giore di altri maggioranti (per esempio il max appena trovato) ne consegue che

max |[|Az||, = [[Azuml], < sup [|Az]|, < max [|Az]],.
[lz(l,=1 [|2][,=1 [l=],=1

Teorema 55 (Norma di matrice). La quantita di cui si € appena dimostrata I’esistenza e I’u-
nicita
Ay
A = sup 1AV,
20 [yl
soddisfa le tre proprieta assiomatiche delle norme. Questo ci giustifica nell’usare il simbolo || A||
che indichera la norma della matrice A.

Dimostrazione. Proveremo che la funzione che associa ad ogni matrice A € K™ il valore
reale non negativo indicato con || A || soddisfa le tre proprieta assiomatiche introdotte nella
definizione delle norme.

1. ||A|| ovviamente non puo essere negativa. Dobbiamo verificare dunque che é nulla
se e solo se A = 0. Se consideriamo la matrice nulla A = 0 allora sihache Ax =0
per ogni x € K™ e quindi

[Ax]]

11,

-0 VYx#£0,

ma ovviamente ||A || = 0. Dimostriamo che [|A|| = 0 implica A = 0 ragionando per
negazione, cioé supponiamo che A # 0 e verifichiamo che ||A| > 0. Sia infatti e;
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I'i-esimo vettore della base canonica. Quindi se A # 0 allora, Ae; # 0 per almeno
un indice 7 e quindi

[Aei]

2 > 0.
llesl[

2. Siano A, B € K™*"

A +B)x Ax Bx A B
A+ B)xl, _ [Ax], | Bl IAYL By

Il = lixlls Al T yzo lylls yzo [yl

poiché questa diseguaglianza vale per ogni x € K™ allora possiamo scrivere

(A +B)x]|,
A+ BJ| =sup ————= < [|[A|| +[|B]| .
x20  |[X[];
3. Sia A € K uno scalare arbitrario,
AA Al A A
IMA[| = sup AV, _ sup A Ay, _ I\ sup ] Y\|a7
yzo Iyl y#0 [yl y#0 [[¥l;
= |AlA]l
Osservazione 24. Consideriamo ora A,B € K™*™ e |||/, = |-||;, allora possiamo

considerare la norma del prodotto AB definita come segue

AB
|AB|| = sup ” yH7 (1.21)
y#0 llyll
da (1.21) possiamo dedurre
|ABy| _ [|A[[lByll | Byl
< = Al ==~ < [AllIBI,
Iyl Iyl Iyl

poiché questa diseguaglianza vale per ogni y € K", ricaviamo che
IAB[ < [[A[l[IB]] -

L’ultima osservazione suggerisce di introdurre la seguente definizione per le norme di matrice.

Definizione 47 (Definizione assiomatica di norma). Perogni « scalaree A, B € K™*"
valgono
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1. [|A|| >0, ||A||=0esolose A =0.
2. |leAll = ol |A]l.
3. lA+ B[ < [[A]l + B

4. Se m = n verra imposta l'ulteriore proprieta ||AB|| < [|A]| ||B]|.

1.4.3 Norme compatibili

Definizione 48. Una norma matriciale || - || € compatibile con le norme vettoriali || - ||, e
|| - |, se per ogni vettore x e matrice M vale la relazione

M|, < [[M] [Ix][, -

Casi importanti seguito) si hanno quando le norme || -||, e || - ||, sono dello stesso tipo, ed in
particolare quando ci riferiamo alle norme || - [|;, || - |l € || - |lo,- Le corrispondenti norme delle
matrici vengono indicate con gli stessi simboli e valgono:

Teorema 56. Lanormamatriciale|| - ||, : K™*" — R definita da

[A%]],,
sup (1.22)

Y
x#0 [|X[]

vale

n
m
1Al = max | |4l | -
=i\
Dimostrazione. Osserviamo che se A € K™*" vale

Z Aij Z;

|Ax||,, = max
=1 =1

n n
< max y _|Az;| < max <mﬂ5X|$jl) > A1,
=1 =1 1=n =

i=1

IN

n
[l m@fz |4s;]
1= ]:1
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quindi

sia ora k la riga per cui

n n
m
lgl_a\fZIAijl =Y Akl
S

i=1

e sia x il vettore definito da

9

+1 se Ag; >0
x; =

-1 se A <0

allora avremo ||x|| ., =1e

(Ax) =Y Apjzj = Y | Ayl = 1{@;{2 | Ayl

i=1

4

|Ax||,, > m@fz | Ail
= ]:1
e questo implica la (1.22). [

In modo analogo si dimostra il seguente teorema:

Teorema 57.

A%,

x#0 ”XH1

3

vale
m
m
1Al = max (Z |Aij|) :
=1

Definizione 49. Lanorma || - ||, : K™*" — R é definita come segue

[Ax]]
[Afly = sup :
x20 [l
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Teorema 58. Vale la seguente uguaglianza
[A[l; = \/e(ATA).

Dimostrazione. Osserviamo che

Ax|? HAHA
Al = sup 1A% g, XA A

1.23
o [xE ko X (29

La matrice A" A & una matrice hermitiana e quindi per il teorema 45 esiste una matrice
unitaria U che la diagonalizza

A1
A2
UFAFAU = , (1.24)
An
dove Aq, Ag,. .., A, sono gli autovalori della matrice A¥ A. Dalla (1.23) segue
1A = xHUU7 AP AUU X
2 i‘fg xHUUHx
_ yUPAH AUy
= sup T "o
y#0 Yy
dalla (1.24)
2 =1
|A]lz = sup =
y#0 Z yZQ
=1

= max{A1, Az, ..., A}

= o(A"A)

Osservazione 25. E' da notare che nel caso n = m le matrici A7 A e AA¥ sono simili,
infatti

ATHATA) AT = AAT
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e quindi

|All, = /o(AFA) = \/o(AAT). (1.25)

Nel caso n # m le matrici AA¥ e AH A non possono essere simili in quanto AAY ¢
K" e AHA ¢ K™*™, Sipud comunque provare che la (1.25) vale anche in questo
caso.
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2.1 Eliminazione di Gauss

In metodo di eliminazione di Gauss® applicato ad un sistema lineare della forma
Apzy + Az + -4 Az, = by
Agizy + Agaxy + -+ - 4 Agpx, = by
Apizy + Apozo + -+ Appz, = 0,

lo trasforma in un sistema equivalente (cioé con la stessa soluzione) della forma
Ciizi + Copzg + -+ Cipz, = dy

Corzg + -+ Copzy = dy

Cnnxn - dn

detta forma triangolare. Un sistema in forma triangolare si puo risolvere immediatamente tramite

sostituzioni all’indietro, cioé partendo dall’ultima incognita, il cui valore, si osservi, & gia noto.

dn,
Iy =
Cnn
T _ dn—l - Cn—lnxn
n—1 —
Cn—ln—l
T _ dn—2 - Cn—?nxn - Cn—Qn—lxn—l
n—2 —
Cn—?n—Z
. - dy — Cin¥y — Cipq Ty — -+ — Clax
1 =
Cll

Esempio 31. La soluzione del sistema in forma triangolare:

r+y+z=
4y 4 2=z

z

Il
(SO -

Johann Carl Friedrich Gauss 1777-1855

(2.1)
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(nel quale abbiamo posto =z = z;, y = 23 € z = z3), Si ottiene immediatamente sostituendo
allindietro le variabili come mostrato in (2.1),

2
z = =-=2,
1
_0-2_0-2.2
y=——=—7—=-1
1-1z—1y 1—1(=1)—1-
. z-ly _ (-1) 12:0.
1 1

L’algoritmo di eliminazione di Gauss procede formalmente esprimendo la variabile che si vuole
eliminare come combinazione lineare delle variabili non ancora eliminate. A tal scopo, si utilizza
una equazione del sistema, che successivamente non sara pil presa in considerazione. L’elimina-
zione ha luogo per sostituzione della variabile da eliminare nelle rimanenti equazioni. L’algoritmo
puo essere espresso efficacemente, come vedremo, in termini matriciali poiché, nella pratica, si
procede costruendo opportune combinazioni lineari delle equazioni del sistema, quindi di righe
della matrice dei coefficienti.

Per fissare le idee, illustriamo il procedimento con un esempio dettagliato.

Esempio 32. Sia dato il seguente sistema lineare

ztyt+z+w=1 [1]
—z—y+4z2=10 [2]
r—z—w =2 [3]
r+w=0 [4]

in cui abbiamo numerato le equazioni a destra in parentesi quadra per facilita di riferi-
mento. Trasformeremo questo sistema in forma triangolare eliminando di volta in volta le
incognite z, y, z 2 per mezzo di opportune combinazioni lineari delle equazioni.

Per eliminare I'incognita = dalle equazioni [2], [3] e [4] operiamo le seguenti trasformazio-
ni:

e sostituiamo all’equazione [2] 'equazione [2] « [2] + [1];

e sostituiamo all’equazione [3] I'equazione [3'] + [3] — [1];

e sostituiamo all'equazione [4] 'equazione [4'] «+ [4] — [1];

2Perché non si elimina I’incognita w?
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Si ottiene
z+yt+z+w=1 [1]
fz4+w=1 (2] « [2] + [1]
—y—2z—2w=1 [3"] « [3] - [1]
—y—z=-1 [4] « [4] - 1]

Osserviamo che I'equazione [2'] non contiene la variabile y mentre la equazione [3']
la contiene; conviene quindi scambiare I'equazione [2’] con la [3'], prima di procedere
all’'eliminazione successiva

rtyt+z+w=1 [1]
—y—2z—2w=1 (3]
Sz+w =1 [21]
—y—z=—1 [4']

Per eliminare I'incognita y dall’equazione [4'] operiamo la seguente trasformazione:

e sostituiamo all’equazione [4'] I'equazione [4"] =« [4'] — [3'];

ztyt+z+w=1 [1]
—y—2z—2w =1 (3]

bz+w =1 [2]

242w = —2 [4"] « [4] - [3]

Per eliminare I'incognita =z dall’equazione [4”], operiamo la seguente trasformazione:

e sostituiamo all’equazione [4"] 'equazione [4"] =« [4"] — —[2'];

rtytztw=1 [1]

Y2z 2w=1 [3]

bz+w =1 [2]
e R TL s

5 5
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Il sistema € ora in forma triangolare e tramite il procedimento all'indietro (2.1) possiamo

calcolare la soluzione:

11
5 _ 1
w = g =-3
5
1-1 11
NIEL
z = = —
5 9
11 4
1+2—— 2—
T ( 9) 5 5
y= 1 0
1—1<—£>—1§—1é
9 9 9
T =
1

Osservazione 26. Per trasformare un sistema lineare di forma qualsiasi in forma trian-
golare sono sufficienti solo due tipi di operazioni:

— sommare ad una equazione un’altra equazione moltiplicata per un opportuno sca-

lare;

— scambiare due equazioni.

Si noti che la soluzione di un sistema non cambia se scambiamo due equazioni oppure
se sostituiamo ad una equazione la stessa equazione sommata ad un’altra equazione 3.

L’ algoritmo di Gauss si puo quindi descrivere come segue:

Algorithm Metodo di eliminazione di Gauss
Input: Dato il sistema lineare A(Vx = b(1)

Al Al Af)

AL _ AY - afy)
: . .aAl,
_Agll) U A7(11n)_1 Agzln)

o b(()l)
(1)

7 | L) _ b |

Z, b

3Perché succede questo? 1l lettore verifichi che & una conseguenza della linearita.
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1. fori« 1ton-1
2 do (x Sia k il primo intero con £ > 7 per cui AEC? # 0. %)
3. if kb #1
4 then (x scambio la 7—esima equazione con la k—esima )
5 (x Costruisco il sistema A (+1)x = b(i+1) equivalente al sistema A ()x = b(9) come
segue: Alla equazione k—esimaconk =i+ 1,...,n sottraggo I’equazione i—esima
moltiplicata per AEC?/AE? che porta alla seguenti formule: )
fork < ¢+ 1ton
do 8 Af)/Af)

b}gi+1) - b,(j) _ ﬁbi(i).

forj« ¢4+ 1ton
10. do AU Af) — palY
11. (x Alla fine di queste operazioni otterrd il sistema equivalente A ("x = b(*) dove

© ®©® N>

I
o ag Ay A z
Al — 0 0 : , b\ =
|
AT, A0 o
0 0 0 i AW b

A questo punto il sistema é in forma triangolare ed é facile risolverlo con le seguenti formu-
le: %)

12. 2, « b,/ A,

13. for k + n — 1 downto 1

14. do G «+ by

15. forj« k+1ton
16. do 00— Aijj
17. Tp ﬁ/Akk

18. return x

Osservazione 27. Loperazione di scambio di equazioni al fine di trovare A;? # 0 nella
linea 8 dell'algoritmo precedente puo essere modificato considerando il seguente criterio
alternativo
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e Sia k tale che

Se k # i allora scambio la riga i—esima con la riga k—esima della matrice A() e la
componente i—esima con la componente k—esima del vettore b(*).

Questo procedimento di scambio si chiama pivoting. Lo scopo del pivoting e di migliorare

l'accuratezza della soluzione calcolata. Infatti si puo mostrare che la divisione per un
numero molto piccolo (in modulo) puo essere estremamente inaccurata.

L’ algoritmo di Gauss si puo quindi descrivere anche come segue:

Algorithm Metodo di eliminazione di Gauss (in loco)
Input: La matrice dei coefficienti A e il vettore dei termini noti b

1. (x Eliminazione x)

2. fori« 1ton-1

3 do (x Pivoting: determinare k tale che |Ay;| > |A;;| conj > i. %)
4 k <+

5. forj« i+ 1ton

6 doif |[A;;| > |Ag;| then k « j

7 (* e scambiare la riga i—esima equazione con la k—esima. x)
8 if kb #1

9 then bi — bk

10. forj« ¢ton

11. do AZ']' L Ak]‘

12. (+* Eliminazione x)

13. fork« i+ 1ton

14. do 5« Ap;/Ai

15. bk — bk — ﬁbZ

16. forj« ¢4+ 1ton

17. do Ak]‘ — Ak]' — ﬁAZ']'

18. (x Sostituzione all’indietro x)
19. =z, « b,/A,,

20. for k + n — 1 downto 1

21. do 3 + by

22. forj« k+1ton
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23. dog« G — Ak]m]‘
24. T ﬁ/Akk
25. returnx

2.1.1 Forma matriciale del metodo di Gauss

I metodo di Gauss per la risoluzione di sistemi lineari puo essere interpretato utilizzando il forma-
lismo delle matrici. 1l sistema originario espresso in forma matriciale come Ax = b si trasforma
in un sistema della forma Ux = ¢ con la stessa soluzione x, in cui U é una matrice triangolare
superiore.

La trasformazione dal sistema Ax = b nel sistema Ux = c si ottiene tramite passaggi succes-
sivi che richiedono la moltiplicazione a sinistra per opportune matrici elementari dette matrici di
Frobenius e per matrici di scambio di righe.

TlAX = r:[‘lb7 = A(Q)X — b(2)
T, A®x = T,b(®), S ABx = p®
TsA®x = Tob®), - AWy — p@
T, A Ux =T,_;b*1), = AMx =p)
dove U = A" g c = b,
Definizione 50. Dato un vettore della formav = [0,...,0, vg41,.. ., vn]T cioé tale che

=0, i=12,...k

chiameremo matrice di Frobenius (Ferdinand Georg Frobenius 1849-1917) una matrice
F della forma

r 1 0 i0---0]7
10 500
F=I+vel =|0::-0 1 :0::-0
0 . Oévk-l-l 1
L 0 i 6| Un 1 J
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Osservazione 28. Data la matrice A,

r A Aqg e A )
Akl Akg te Akn
A = ,
Appir Agppi2 o0 Aggin
L Anl An2 e A'rm -
il prodotto FA é
r A Aqg e A1n i
Ay Apy e Apy,
FA =
Appir + v A Apprio +vppiAre o0 Appin + U1 Agy

L Anl + UnAkl An2 + U’rLAkQ o A'rm + UnAk'rL -

Leffetto della moltiplicazione consiste quindi nel sostituire alla riga :-esima, della matrice
A, coni > k+ 1, lariga i-esima sommata alla riga £-esima moltiplicata per lo scalare
v;. Con la stessa simbologia utilizzata nella presentazione dell’esempio della sezione
precedente, stiamo quindi modificando la matrice A come segue:

e sostituiamo all'equazione [k + 1] 'equazione [(k 4+ 1)"] «+ [(k + 1)] + vk+1[£];
e sostituiamo all’equazione [k + 2] 'equazione [(k + 2)'] < [(k + 2)] + vet2[k];
e ...

e sostituiamo all'equazione [r] 'equazione [n'] + [n] + v.[k];

Osservazione 29. Linversa della matrice di Frobenius
F=1+ Vez
e la matrice

F'l=1- Veg.
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Infatti
(I + Veg) (I — Veg) =I+vel —vel +v(elv)el =1+ vvel,
ed osservando che el v = v, = 0 ne consegue che

(I + Veg) (I - Veg) =1

Le matrici di Frobenius hanno la seguente notevole proprieta.

Lemma 59. Siano F; = I+v,e! matricidi Frobenius,conv; = (0,...,0, vi11, viga, ..., v,)".
Alloraper ogni 2 > k < n — 14si ha che

Fng---Fk:I—I—Vle?—I—VQeg—l—---—}—vke%

Dimostrazione. La dimostrazione procede per induzione sull'indice k.
Al primo passo — k£ = 2 — del ragionamento induttivo si ottiene
F1F2 = (I + Vle?) (I + VQGg),

=TI+ viel +vyel +vi(elvy)el,

=1+ VlelT + v2e2T,
pOiChé e?Vg = V2|1 =0.
Supponiamo ora che il lemma sia vero per un indice generico k — 1, cioe

FiFy - Fi_y =T+viel +voel -+ viie]_,.

Allora possiamo scrivere

(F1Fy- - -Fyp_y) Fy = (I +vie] +voel -4 Vk—1e£_1) (I + Vkef)
=T+viel +voel +- - Fviel_| +viel

+vi(e]vi)el + -+ 4 vio1 (ex—1vi) ef
—— —_———

T T T
3+t vioiel_y + vief,

=1+ Vlef + vae
poiché tutti i termini “misti” sono nulli, essendo

elvi = (vi); =0, i=1,2,...k—1.

4Cosa succederebbe se considerassimo anche indici & > n?
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Definizione 51. Chiameremo matrice di scambio una matrice S;; della forma:

Osservazione 30. Data la matrice A dove A;, € lariga i—esima della matrice A, I'effetto
di S;; A e il seguente:

cioe scambia la riga i—esima con la riga j—esima.

Osservazione 31. Scambiando due volte le stesse righe di una matrice riotteniamo la
matrice iniziale. Quindi, se S;; & una matrice di scambio allora S;;S;; = I cioe S;; coincide
con la sua inversa.

Osservazione 32. |l prodotto di due matrici di scambio € una matrice di permutazione,
che modifica I'ordinamento delle righe di una matrice. Le matrici di permutazione sono
matrici ortogonali, per cui la loro inversa coincide con la trasposta.

Le due operazioni fondamentali richieste dal procedimento di eliminazione di Gauss — somma ad
una equazione di un’altra equazione moltiplicata per uno scalare e scambio di due equazioni — si
possono esprimere tramite applicazioni successive di opportune matrici di Frobenius e matrici di
scambio elementari.
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2.1.2 Primo passo del metodo di Gauss

Dato il sistema Ax = b poniamo A()) = A e b(1) = b,

A AD

1n
A _ Al Al 5
. . , A(l_l
(A A Al
Supponendo Agll) # 0 definiamo
0T
0 ser =1 Vgl)
o= Al R
! zl) se1=2,3,...,n .
Ay :
e
roo1 0 07
- 112(1) 1
Li=1- V(l)e? = : 0
- U7(L_)1 10
L - 0 - 0 1l

Moltiplicando il sistema A(V)x = b(!) a sinistra per la matrice di Frobenius L, otteniamo il
sistema trasformato A (J)x = b(2) dove,

ARG A Al ] [ o")]
0 A% A% .. Al b$?
AD LA = | iAg) 4%) Agi) 7 b =1,V = b§2) ,
| .
o .
| 0143 4 .. 4@ | b |

ed inoltre si ha

g ‘g ) 17
B o0 a3
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2.1.3 k—esimo passo del metodo di Gauss

Supponiamo di aver effettuato £ — 1 passi dell’algoritmo di Gauss (senza permutazione di righe).
Siamo quindi nella situazione A®) = L;_; - - - LyLyAM e b®) = L4 - - - LyLybM) dove

r |
AR -afly ag) e af) b
o 5
k=1 k—1 k—1 k-1
AR — __O____{g:lk)_—li_fl_gc:l_’“)__;f(ﬁ—_lﬁ)_ bk — _bl(“_—_l_)
k k ! k
0 = 0 AW AW pF)
| : -
0 -0 g AW A) P
Supponendo ASC];) # 0 e ponendo
S
0 ser=1,2,...,k
0
(k) _ (k) (k) —
v, =< A ) , v\t = ,
Ai% sei=k+1,k+2,...,n v](fi)l
kk .
Vi ]
[ 1 0 007
1000
Lk:I—Vkegz .............. ....... (k) .............. ,
e im0l
00— 1
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otteniamo
e 1 I 1 1 1) ] r 7
4(11) A(lk)—l : A(lk) A(lk)+1 A(ln) b{l)
: i : : : :
k—1 E—1) ,(k—1) k—1 k
0 A AR AR A Ly
LA = | o -0 AR Al Al | Leb =B,
k+1 k+1 k
0o - 0 i 0 4§c+1k)+1 "A§c+1n) bl(c:il)
: :
0 -~ 0 | 0 aAUE) ol Lo+ ]
dove

AEFD g R (R 4 (R) i j=k+1,k+2,....n

¥ ¥} t “Ttky

p(E+D) _ B k) i=k+1,k+2,...,n.

k3 k3 k3 k3

Come si vede I’algoritmo di Gauss ripete lo stesso procedimento ad ogni passo a matrici sempre
piu piccole fino ad arrivare alla triangolarizzazione della matrice originale.

Osservazione 33. Consideriamo ora una matrice A di dimensione n x n e supponiamo
che ogni passo dell'algoritmo di Gauss sia applicabile, cioe Ag;) # 0 per ogni k. Dopo
n — 1 passi dell’algoritmo di Gauss otteniamo:

L,.iL,—2---LiA =T,

chiamando
L=T71; L' L,
allora
A=1LU
Inoltre

@ LematriciLy, =1 - vke{ sono matrici di Frobenius.

@ Le matrici L' = I+ vxe] sono ancora matrici di Frobenius.
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@ Applicando il lemma 59

L=L;'L;'---L!

n—19

=(I+viel)(IT+vael) - (I+v,_1e]_y),

T T T T
=I14+vie; +voey, +---vy e, o+ vye, .

Si vede che L e una matrice triangolare inferiore.

La matrice L € una matrice triangolare inferiore, quindi la matrice A é stata decomposta
nel prodotto di una matrice triangolare inferiore L e una matrice triangolare superiore U.

Tale decomposizione prende il nome di decomposizione o fattorizzazione LU.

Osservazione 34. Dalla precedente osservazione vediamo che la decomposizione LU

della matrice A puo essere scritta come segue

] | ]
1 i 0 0 0
—_— . —. _l
o100 0
L=| 0 O L
7
: 1L 0 _
UT(LI) UT(LQ) vy(L”_l) 1
i 1 1 1
Ay oAl Ay
_ -
. 2 2
0 LA Ay
U= 0 0
|
il
0 0 0

e quindi chiaro che si possono memorizzare sia la matrice L che la matrice U in una
unica matrice (la diagonale di L. non viene memorizzata). Analizzando il metodo di Gauss
si vede che le matrici L e U possono essere memorizzate nella matrice originale A.
Questo permette di scrivere il seguente algoritmo che calcola la decomposizione LU di
una matrice A e salva il risultato nella matrice stessa.

Algorithm Decomposizione LU
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Input: La matrice A

Output: La matrice A contenente i fattori della decomposizione LU
1. fori« 1ton-1

2 dofork < i+ 1ton

3 do 3 < Ag;/Asi

4, forj«< ¢4+ 1ton

5 do Ay;  Ay; — BA;
6 Ap; < 8

2.1.4 Algoritmo di Gauss in presenza di pivoting

Lemma 60. SiaF = I-ve! unamatrice di Frobeniuse S;; una matrice di scambio, se i, j > k
allora la matrice F'S;; si puo scrivere come S;;F’ dove F’ & ancora una matrice di Frobenius e

vale

F=1- we%7 w = S§;;v.

Dimostrazione. Il risultato € conseguenza immediata dei seguenti passaggi

FS;; = (I - Ve%) Si;, SZ']'F/ = S;; (I — We]{) ,
=S — Ve%SZ’j, =8S;; - Sijweg,
=S;; — vel (I — (e, —e;)(e; — ej)T) , = S;; — S;;Si;vel,

T T T T
= S;; —ve, +ve, (e, —e;)(e;—e;)", = S;; —vej,
T
= 8S;; —vey,

dove si & anche sfruttato il fatto che il vettore e, & ortogonale al vettore e; — e;.

L’algoritmo di Gauss con pivoting puo quindi essere messo in questa forma:

L,..P, 1L, 2P, 5 ---LyP3LLP;A =T,

(2.2)

dove P, € una matrice di scambio o la matrice identita a seconda che sia necessario 0 meno
scambiare delle righe al £ esimo passo dell’algoritmo di Gauss. Osserviamo che Py = S;; per
t,7 > k e quindi applicando il lemma 60 otteniamo P;L;_; = L)_,P;. Possiamo quindi

spostare i prodotti per le matrici di scambio a destra nella (2.2) ottenendo

(L)L _5 - LYLY) (PuoiPpg - - PoP1) A = U,
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dove la matrice U e triangolare superiore ed abbiamo introdotto le » — 1 matrici di Frobenius per
k=1,2,...,n—1

?C :I—Wkeg, wir=Pr - PyPyvy.
Ponendo dunque
L= (L) "Ly '@y~ (L) ™ P =P, Puy- P3Py,
otteniamo
PA = LU,

cioé I’algoritmo di eliminazione consiste nella decomposizione LU della matrice PA, che risulta
applicando alla matrice A la sequenza di scambi di righe della permutazione specificata dalla
matrice P.

Osservazione 35. Si e illustrato il funzionamento dell’algoritmo di fattorizzazione con pi-
voting considerando la possibilita di scambi di righe, detto pivot parziale, che corrisponde
sul sistema lineare a scambiare tra loro le equazioni, cioé a numerarle in ordine diverso.

Si puo introdurre un pivoting piG generale, detto pivot totale, che ammetta sia scambi di
righe che di colonne. Lo scambio di colonne corrisponde a numerare diversamente le
variabili del sistema lineare.

Largomento sviluppato a proposito della fattorizzazione LU con pivot parziale si genera-
lizza facilmente al caso del pivot totale. e si ottiene una decomposizione che formalmente
Si scrive cosi:

PAQ =LU. (2.3)

In (2.3) P é la matrice di permutazione delle righe, ottenuta come prodotto delle matrici di
scambio elementari delle righe e Q@ € la matrice di permutazione delle colonne ottenuta
come prodotto delle matrici elementari di scambio delle colonne.

Algorithm Decomposizione LU con pivoting

Input: La matrice A

Output: La matrice A contenente la decomposizione LU e il vettore p contenente la permutazio-
ne

1. (x Inizializza il vettore della permutazione x)
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2. fori« 1ton

3 do p; 1

4. fori<+ 1ton-1

5. do ip — ™

6 (* Pivoting: trovo £ tale che ‘Akpi > |Ajil conj > 4. %)
7 ky i,

8 forj« i+ 1ton

9. do j, + p;

10. if Ajpi| > Akpz'

11. thenk « j

12. ky < Jp

13. (+* scambio la riga :—esima equazione con la £—esima. )
14. Pk Di

15. (+* Eliminazione x)

16. fork« ¢4+ 1ton

17. do k‘p — Pk

18. B = Ap,if A

19. forj« ¢4+ 1ton

20. do Akpj — Akpj — ﬁAZ'p]‘

21. Akpi — ﬁ

22. return A, p

Osservazione 36 (Pivot numerico). Se I'elemento pivotale € non nullo, in teoria non sa-
rebbe necessario operare uno scambio di righe. Tuttavia, se I'elemento pivotale € molto
piccolo in valore assoluto, I'algoritmo di fattorizzazione tendera a produrre dei comple-
menti di Schur molto grandi, e questo potrebbe originare problemi di stabilita numerica.
Nella pratica si controlla questo effetto scegliendo comunque I'elemento pivotale in valore
assoluto maggiore nella colonna — pivot parziale — o nella sottomatrice — pivot totale —
formate dagli elementi che devono ancora essere fattorizzati, quando I'elemento pivotale
corrente ha un valore inferiore ad una soglia prefissata. E' possibile dimostrare che con
questa tecnica, detta pivot numerico, si garantisce la stabilita numerica dell’algoritmo di
fattorizzazione nel senso sopra esposto.

Osservazione 37 (Pivot simbolico). Esiste un’altra ragione molto importante per ope-
rare una scelta di pivot diversa da quella legata al valore dell’elemento pivotale, che
accenniamo brevemente per completezza. Nella pratica si ha spesso a che fare con



Eliminazione di Gauss 113

matrici sparse, cioé con matrici che hanno un numero di elementi non nulli dell'ordine
della dimensione della matrice, e non del suo quadrato. E‘ importante mantenere la
sparsita della matrice durante il processo di fattorizzazione. Infatti, il meccanismo del
complemento di Schur tende a produrre non-zeri, e se il numero di non-zeri che vengono
prodotti diventa enorme la memoria del calcolatore potrebbe non essere sufficiente per
memorizzare i fattori L. ed U. Un semplice scambio di righe, che equivale a scambiare
le equazioni del sistema, permette di controllare la formazione dei non-zeri. Mostriamo
questo effetto con il seguente esempio.

Esempio 33. Consideriamo la fattorizzazione LU della matrice A ¢ R!0x10

o O O o o o o <o B
o O O o O O O kB o -
o O O O O O ko O
o o o o o kB o o o B
o O O O PO o o O
o O O B o O o o O
o O P o O o o o o B
o PO O O O o o O
II—‘OOOOOOOOI—‘

Il
e = e T = T o T = S SN

e della matrice che si ottiene prendendo righe e colonne nell’'ordine inverso, cioé

O O O O O o o O Bk

PAP =

. o © ©o O =B o o o o
e T e S S S S S SN

O O O O O o O kL O
b o O O O O o kB o o
O O O O O B o O o
O ©O O B O ©O O O O
b, oo ©O P O O O o o o
O P O O O o o o o
= PO O O O O O O O
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Abbiamo fissato per gli elementi di A diversi da zero il valore 1, ma I'argomento che
desideriamo illustrare riguarda solo il processo di formazione dei non-zeri durante la fat-
torizzazione, noto col termine inglese di fill-in, e non il valore assunto da essi assunto nei
fattori di Gauss L e U.

Nella pagina successiva mostriamo la struttura dei non-zeri della matrice A e della matri-
ce permutata simmetricamente, PAP, e la struttura dei non-zeri dei loro rispettivi fattori
triangolare superiore ed inferiore prodotti dall’algoritmo di Gauss, dove supponiamo che
non sia necessario fare un pivot numerico.

Si noti che nel caso della matrice A presa nella forma originale i fattori di Gauss sono
pieni, quindi abbiamo un riempimento totale.

Nella forma permutata invece, non si producono non-zeri, e ricordando che la diagonale
di L e formata tutta da 1, e quindi pud non essere memorizzata, non si richiede ulteriore
memoria al calcolatore oltre a quella necessaria per memorizzare gli elementi non-zero
della matrice.
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0 0
1t 1t
2p 2p
3t 3t
at ab
5F 5F
6 6
7 7
8 8
oF oF
10F 10F
o1 2 3 5 6 7 8 9 10 1 Yo s 6 7 8 9 10 1
nz=28 nz=28
0 0
1t 1t
2p 2k
3t 3t
at ab
5F 5F
6 6
7 7
8 8
oF oF
10F 10F
o1 2 3 5 6 7 8 9 10 1 Yo s 6 7 8 9 10 1
nz=55 nz=55
0 0
1t 1k
2p 2p
3t 3t
at at
5F 5F
6 6
7 7
8 8
oF oF
10F 10F
o1 2 3 5 6 7 8 9 10 1 Yo s 6 7 8 9 10 1

Figura 2.1: In alto mostriamo la struttura dei non zeri di A e di PAP, in mezzo quella dei fattori
di A ed in basso quella dei fattori di PAP.
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2.2 Fattorizzazione di Cholesky

Sia A € R™*"™ non-singolaree b € R" e vogliamo determinare x € R” tale che
Ax =Db.

Sappiamo che si pud procedere per mezzo della fattorizzazione di Gauss A = LU — dove suppo-
niamo per semplicita di esposizione che non sia necessario fare pivoting — risolvendo i due sistemi
lineari con matrici triangolare inferiore L e superiore U

Ly = b,
Ux =y.

Il costo computazionale di questo procedimento & non solo il costo della soluzione dei due sistemi,
ma anche e soprattutto il costo necessario per determinare L e U. Inoltre il calcolatore deve
avere una capacita di memoria sufficiente per memorizzare entrambi i fattori. Cio non produce
normalmente problemi se la matrice A é “piena”, dato che si sfrutta lo stesso spazio di memoria
gia occupato per la matrice. Se la matrice é “sparsa”, a causa del processo di formazione di non-
zeri di cui si € discusso nella sezione precedente, la memoria del calcolatore potrebbe non essere
sufficiente per memorizzare entrambi i fattori.

Per queste ragioni e interessante capire quando é possibile una fattorizzazione del tipo
A=RTR

con R matrice triangolare superiore, che chiameremo fattorizzazione di Cholesky.

Poiché si richiede di calcolare un solo fattore invece che due, & sensato aspettarsi sia un costo
computazionale che un’occupazione di memoria forse non dimezzati ma sicuramente inferiori®.

Il seguente teorema caratterizza le matrici per cui esiste la fattorizzazione di Cholesky.

Teorema 61. Le matrici quadrate non-singolari A per cui é possibile una fattorizzazione della
forma A = RTR con R matrice triangolare superiore sono tutte e sole le matrici simmetriche e
definite positive, (SPD).

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto la necessita, cioe che la fattorizzazione di Cho-
lesky e possibile solo per matrici simmetriche e definite positive. Mostreremo in seguito la
sufficienza, cioé che data una matrice che ha tali proprieta € sempre possibile calcolare
il suo fattore di Cholesky R.

511 gioco vale la candela!
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Necessita
Sia A, R € R™™ con A non singolare ed R triangolare superiore tale che valga la
decomposizione A = RTR.

e Simmetria
T
AT — (RTR) —R'R = A.

e Positivita
Se A e non-singolare, allora anche R e non-singolare perché dal teorema di Binet
segue |A|=|RTR|=|RT||R|=|R|%

Inoltre, se R & non-singolare, si ha Rx # 0 per ogni vettore x # 0. Quindi,

xTAx =x"RTRx = |Rx||5 > 0

Sufficienza

La dimostrazione procede per induzione sull’ordine della matrice, ma & anche in parte
costruttiva. Illustreremo un algorimo di riduzione, che permette di ricondurre il problema
della fattorizzazione di una matrice SPD di ordine n a quello di una matrice SPD di ordine
n — 1. Per induzione, si trovera che tutte le matrici SPD sono fattorizzabili.

Per facilitare la costruzione dell’algoritmo di riduzione, riscriviamo la matrice simmetrica
A € R™™ in una forma equivalente a blocchi

Anl ,An2 e Ann
introducendo la sottomatrice A ¢ R(»—1)x(»=1) j| vettore a ¢ R*~! e lo scalare a € R”

/122 s r/lzn A421
A= : : , a= C a= Aq.
An? e A'rm Anl

Scriviamo la matrice R a blocchi in modo simile ad A
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e sviluppiamo il prodotto RTR.
p 0T 1 [p rT] [pz pr’ ]
R'R = = .
L‘ R’T] [0 R’ pr rrl + RTR/

La fattorizzazione A = RTR si pud esprimere uguagliando i blocchi nelle posizioni

corrispondenti di R"R ed A
[/ﬂ pr’ ]
pr rrl + R'TR/

L5l

per cui si ottengono immediatamente le relazioni seguenti
2

a=p?
a=pr, (0 equivalentemente a” = prT), (2.4)
A =RTR’ 4+ rrl.

Le prime due relazioni forniscono una espressione diretta per determinare p ed r, cioe

p=+/a, e 1(':ﬁa7

dove supponiamo per il momento® che « sia un numero reale strettamente positivo.

Lultima relazione in (2.4), riscritta come

RTR' = A — laaT7
@

suggerisce che la matrice R sia a sua volta il fattore triangolare superiore — ammesso
ovviamente che esista — della fattorizzazione di Cholesky della matrice “ridotta” A’ €

R(n—l)x(n—l)

5Se o fosse strettamente negativo, il ragionamento che segue avrebbe ancora senso ammettendo di calcolare la
radice quadrata in campo complesso. Questo tuttavia non produrrebbe una algoritmo numerico efficiente. Se « fosse
nullo, il ragionamento che segue non sarebbe possibile. 1l problema, in realtd, non si pone, perché dimostreremo tra un

attimo che I’ipotesi SPD assicura la positivita stretta di questo scalare.
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Procedendo in questo modo potremmo scrivere il fattore triangolare superiore R di Cho-
lesky come

R [V

0 R’
in cui la prima riga sarebbe completamente determinata e resterebbe da calcolare il fat-
tore triangolare superiore R’ della matrice A’ di ordine » — 1. Di fatto, aviemmo ridotto
di uno la dimensione del problema ed é evidente che se si potesse ripetere questo pro-
cedimento n volte, arriveremmo alla fine ad una matrice di ordine 1 la cui fattorizzazione
sarebbe banalmente

[An] = [VAu][VAnR].

Mostreremo che l'ipotesi che A sia SPD garantisce che tutto il procedimento ipotizzato e
in realta ben definito. Innanzitutto, osserviamo che valgono le seguenti proprieta.

() Se A e SPD, allora a > 0.
Il risultato si ottiene applicando la definizione di matrice definita positiva ad e;, primo
vettore della base canonica:

a=A = e?Ael > 0.

(b) Se A e SPD, allora A’ é SPD.
La simmetria di A’ e evidente dalla sua definizione. Vogliamo mostrare inoltre che
per ogni vettore y € R™~! non nullo si ha

yI Ay >0 cioe y! (A - a_laTa) y > 0,

nell'ipotesi che A sia definita positiva. Dato un vettore generico y € R”~!, introdu-
ciamo un vettore ausiliario z = [ 5 yT]T € R™, dove n € a sua volta un qualsiasi
numero reale non nullo. La positivita di A implica che z” Az > 0, cioé

aaT

a A

n
y

[n y7] =an?+2alyn+y Ay > 0.

La positivita di questo trinomio di secondo grado in 7 implica che il discriminante
del trinomio sia negativo, per cui sicuramente vale

A= (aTy)2 — ozyTAy < 0,
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e questa e proprio la condizione che dobbiamo verificare!

Sfruttando le due proprieta (a) e (b) possiamo concludere la dimostrazione procedendo
per induzione sull'ordine della matrice. Assumiamo che A € R™*” sia SPD, e che si
abbia

e per n = 1 una matrice SPD si fattorizza come gia riportato prima, e cioé
[An]=[VAu]l[VAL].

e per ogni matrice A’ SPD di ordine n — 1 esiste una matrice triangolare superiore R
che la fattorizza nella forma di Cholesky A’ = R'R'T.

Allora, le proprieta (a) e (b) implicano che se A e SPD e possibile operare la riduzione, e
dalle ipotesi induttive segue subito che la matrice é fattorizabile in forma di Cholesky. =

2.2.1 Algoritmo di calcolo

Nel presente paragrafo mostreremo come procede logicamente la fattorizzazione con il metodo
di Cholesky. Esaminiamo in dettaglio il primo ed il secondo step, lo step generico & ed il passo
finale.

Step 1
Il teorema appena dimostrato ci informa che possiamo scrivere anche una decomposizione del tipo

A:la aT]:{\/a 0 H1 OT] l.\/E ﬁaT]:RlTAlRl

a A ﬁa In—l 0o A’ 0 In—l

dove la definizione delle matrici A e R, & ovviaed inoltre abbiamo introdotto la matrice “ridotta”
di ordine (n — 1)

A=A - —aaT7
@

che sappiamo essere SPD, perché la matrice originale A & SPD. La matrice A’ ¢ il complemento
di Schur della matrice A rispetto all’elemento pivotale «.
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Step 2
Poiché la matrice ridotta A’ & ancora SPD, possiamo ripetere su di essa lo step precedente.
Iniziamo riscrivendo la matrice A’ a blocchi

ed operiamo la riduzione come nel primo step decomponendola come segue,

o a7l Vel 0 1
a A'| \};al Lio| o A”

La matrice “ridotta” A" € R(n—2)x(n-2)

Jal
0

o

A" A’——aaT

che si calcola come complemento di Schur della matrice A’ rispetto all’elemento pivotale o, sara
ancora SPD, perché lo era lamatrice A’. Di fatto, abbiamo cosi decomposto la matrice A, ottenuta

al primo step
: T :
1 of RS- % | T1i of di o ..
A= 0 04/ a~/ N 0 1, Ogég// 0: “ \/073 7
A ,—O/a In—2 , E 0 In—2
= RT AyR,,

dove le matrici Ry e A, sono introdotte in maniera ovvia. Dopo due step di fattorizzazione, la
matrice A € stata cosi decomposta

A =RTAR, =RTRTA,R;R;.

Step k generico

Dopo k£ — 1 step abbiamo decomposto la matrice A nel prodotto dei fattori

A=RIR!T ... RT A;,_R,_;...R;Ry,
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dove

A I, of
LT g A |

Dal teorema generale segue che il blocco di matrice A(v=1) ¢ R(»—h+1)x(n—k+1)

Qlb=1) q(=1)T

(k1) _
A [a(k—l) AG=1)

€ una matrice SPD, e quindi si pu0 ancora procedere nella decomposizione.

Decomponiamo a blocchi la matrice Ay

| P o’
Apy = . ;a(k—l) k=0T |
alk=1) A (k=1)
i ’ ]
Jeni O ] - fiy 0"
Ik_l 0 ........................................................
_ Oé(k_l) o | |- 10T- a(k—l) 1 a(k—l)T
0 1 eup, 0oa® || © ot
alk=1) 0 Lo_;

= RTAR;,

introducendo le matrici R,, A,, dove il blocco interno A (%) ¢ il complemento di Schur della
matrice A (¥=1) rispetto all’elemento pivotale o(*=1), ed & ancora una matrice SPD.

Dopo £ step abbiamo decomposto la matrice A nella forma seguente,

A =RIRT .. RTA,R;...R;R;.

Step n
Procedendo in questo modo € evidente che dopo n passi otterremo la seguente decomposizione
della matrice A originale,

A=RIR!T .. RTLR,R,_;...R;.

Le matrici RY, 7 = 1,2...n non solo sono triangolari inferiori ma sono anche matrici di Frobe-

nius. Pi(i precisamente, la matrice RY & matrice di Frobenius di indice 7 e dato che il prodotto di
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gueste matrici (e delle trasposte) appare nell’ordine giusto, esso & una matrice triangolare inferiore
che ha nella colonna i-esima I’i-esima colonna di R7". Possiamo introdurre la R” — e quindila R
—come

RT =RTRT...RT,

e concludere che ad ogni passo dell’algoritmo stiamo effettivamente calcolando una colonna (o
unariga) del fattore di Cholesky (o del suo trasposto).

Osservazione 38. Si noti che la simmetria della matrice A permette di “risparmiare” nel
calcolo degli elementi dei vari complementi di Schur, perché anche questi risulteranno
simmetrici come conseguenza del teorema generale. Nel metodo di fattorizzazione di
Cholesky si opera quindi sempre sulla diagonale e sulla meta superiore (o inferiore) della
matrice, essendo il resto degli elementi noto per trasposizione.

2.2.2 Connessioni con la fattorizzazione di Gauss

Osservazione 39. La fattorizzazione di Cholesky e una variante “furba” per matrici SPD
della fattorizzazione di Gauss. Infatti, decomponiamo la matrice A a blocchi come segue

o
—c LI/ ’

laﬁ rT]_ o 0 3 er
Jé; c U

1
c A’
dove ora af3 e I'elemento pivotale e r e ¢ rappresentano la prima riga e colonna di A a

partire dal secondo elemento, e supponiamo che esistano due matrici triangolari inferiore
e superiore L’ e U’ tali che

1
A =L'U + —cr'.
af

e sea = 1ediag(L’) = 1, allora abbiamo la fattorizzazione di Gauss (senza pivot) A = LU

’

e sea =3, L/ = U7 ec = rallora abbiamo la fattorizzazione di Cholesky A = RTR con
R =T.

Nel secondo caso la matrice deve essere obbligatoriamente simmetrica.
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In entrambi i casi la matrice A" che esce durante il procedimento & il complemento di Schur del
blocco di elementi corrispondenti alle righe e colonne 7, 7 = 2, ..., n di A rispetto all’elemento
pivotale.

Osservazione 40. Dato che il teorema generale garantisce che I'elemento pivotale e
sempre strettamente positivo, si potrebbe pensare che non e necessario operare alcun
pivoting. Valgono tuttavia le stesse considerazioni fatte a proposito del pivot numeri-
co e del pivot simbolico per I'algoritmo di Gauss. Nel caso di matrici sparse € sempre
consigliabile operare un pivot simbolico per controllare la formazione dei non-zeri.
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3.1 Metodi Iterativi per Sistemi Lineari

Sia A € R™*"™ non-singolaree b € R™.

Definizione 52. Indichiamo con il termine residuo la funzione vettoriale r(-) : R™ — R”
definita come

r(x)=b - Ax

Problema: dati A € R™*™ non-singolaree b € R", determinare x € R" tale che

r(x)=b - Ax=0.

Osservazione 41. Evidentemente, il vettore x € R” che annulla il residuo, cioe tale che
r(x) = 0, & anche soluzione del sistema lineare Ax = b.

Strategia Iterativa: costruiamo, partendo da una soluzione “tentativa” x° una successione di
soluzioni x* attraverso uno schema di iterazione tipo

chiedendo che sotto opportune ipotesi si abbia “convergenza”, cioé

x* = lim x*, r(x*)=0
koo

Questioni da definire

e come costruiamo gli schemi di iterazione x**+! = G(x*);

e come scegliamo la soluzione iniziale x°;

e come determiniamo I’accuratezza della soluzione approssimata;
e come arrestiamo le iterazioni, non potendo fare infiniti passi;

e come valutiamo I’efficienza di uno schema iterativo.



Metodi Iterativi per Sistemi Lineari 127

3.1.1 Costruzione degli schemi di iterazione mediante splitting

Scriviamo A € R™*" come

All A12 e Aln
A21 A22
A= :
An—ln
Anl e Ann—l A'rm

ed introduciamo le seguenti matrici

Ayp 0 0
0 Ay
D= ,
0
0 0 A,
0 0 A 0 0 A12 A Aln
Ayy 0 0 0
—L = s —U = .
0 : An—ln
Anl e Ann—l 0 0 e 0 0

Con le matrici D, U ed L decomponiamo la matrice A

A=D-L-U.

Utilizzando questa decomposizione o splitting di A il sistema Ax = b puo essere riscritto nei
diversi modi

(7) Dx = (L+U)x+b,

) (D-L)x = Ux+b,

(i) (D -TU)x = Lx+b.

Si noti che in (i) la matrice D a sinistra & diagonale, in (ii) la (D — L) é triangolare inferiore ed in
(iii) la (D — U) é triangolare superiore.
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Metodo di Jacobi

La formulazione del sistema Ax = b in (i)
Dx=(L+U)x+b

suggerisce uno schema di iterazione della forma

Dx**! = (L+ U)X +b

noto come metodo iterativo di Jacobil .

Metodo di Gauss-Seidel

Analogamente la riformulazione in (ii)
(D-L)x=Ux+b

suggerisce un secondo schema di iterazione della forma

(D - L)x**!' =Ux*+b

noto come metodo iterativo di Gauss-Seidel? .

Osservazione 42. A questo punto con un poco di immaginazione si potrebbe anche
pensare di utilizzare la riformulazione (iii)

D-U)x=Lx+b

per definire un terzo schema iterativo come

(D-U)x*"*!' =Lx"+b

Tuttavia si noti che quest'ultimo essere riscritto come lo schema di Gauss-Seidel, cioé
lo schema ottenuto da (ii), sul problema lineare in cui equazioni ed incognite sono state
prese in ordine inverso. Si tratta quindi uno schema di Gauss-Seidel all'indietro.

'Carl Gustav Jacob Jacobi 1804-1851
2Johann Carl Friedrich Gauss 17771855, Philipp Ludwig von Seidel 1821-1896
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Metodo SOR

Separiamo la parte diagonale di A, cioe D, in due termini “pesati” con un coefficiente w reale e
non negativo, da determinare,

w

1 1
D:—D—i—(l——)D.
w

Introduciamo questi due termini al posto della matrice D nella decomposizione utilizzata per il

(1o t)x=[ (1-)piu]xsn

Si ottiene quindi un nuovo schema iterativo

metodo di Gauss-Seidel

1 4 _1
(—D—L) Xkt = (“—D+U) x* +b

w

noto come Successive Over Relaxation method, da cui I’acronimo SOR. Si noti che il meto-
do SOR dipende da un parametro w che deve essere individuato correttamente per garantire
convergenza ed efficienza.

3.1.2 Generalizzazione

Scriviamo A, matrice quadrata non singolare di ordine »n, come differenza di due matrici A =
P — Q incui P é non singolare e facile da invertire.

(P-Q)x =b, = Px=Qx+b,

Da questa decomposizione si ricava in maniera naturale lo schema di iterazione

ka+1 — ka T b7 = Xk+1 _ P—IQXk T P_lb,

Definizione 53. La matrice P~'Q, che possiamo anche scrivere come segue
P-lQ=P! (P - A) —1-P'A

prende il nome di matrice di iterazione.
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Ovviamente, ¢ indifferente scrivere lo schema di iterazione come segue

x"+ = (I-P'A)x" + P~ 'b,

Osservazione 43. Tutti i metodi precedenti introdotti finora, Jacobi, Gauss-Seidel, SOR,
sono casi particolari del metodo generale.

3.1.3 Quadro riassuntivo

Jacobi éGauss-SeideIé SOR
P D D-L D ¢
........................................................................................ e NSRS
1
Q L+U U " “pyu
w
.......................................... i B
I-P*AIT%L+UMD—LrWL(——p> C—£D+U)
: \w w

3.1.4 Convergenza degli schemi iterativi

Definizione 54. Uno schema iterativo della forma

si dice convergente se esiste un vettore z* ed un norma vettoriale ||-|| tali che la succes-
sione delle iterate costruita a partire da un qualsiasi vettore iniziale x° converge a z*
nella norma considerata

lim ka —x*|| = 0.

k— oo

Osservazione 44. Si noti che x* deve soddisfare la condizione

Osservazione 45. Uno schema convergente nel senso della definizione precedente ha
convergenza globale. Per problemi non-lineari uno schema iterativo puo essere conver-
gente solo per un sottoinsieme di vettori di R”. In tal caso si parla di convergenza locale.
Per problemi lineari, si assume sempre che la convergenza sia globale.
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Questione: sotto quali condizioni x* converge alla soluzione z*?

Definizione 55. Definiamo errore €* la differenza tra la soluzione esatta x* e la soluzione
approssimata x*; cioé

quindi la condizione che lo schema iterativo sia convergente si pud esprimere anche chiedendo
che I’errore sia infinitesimo in norma

lim HakH =0.
k— oo

Come si trasforma I’errore secondo lo schema iterativo generale?

Osserviamo che dalle due espressioni che definiscono x* e x*+1
Px* = Qx* + b,
Px*t! = Qx* + b,
si ottiene per differenza
P(x* _ Xk-i—l) _ Q(x* - Xk)7

da cui segue iterando

e = (P1Q)et = (P_lQ)Qek_l — = (P_lQ)k+leo.

Osservazione 46. La convergenza si caratterizza chiedendo che I'errore sia infinitesimo
in una qualche norma vettoriale.

Tuttavia, I'errore cosi definito implica la conoscenza della soluzione esatta x*. Invece si
noti che

Aef = Ax* — Ax* = b - AxF =rF,
da cui segue immediatamente che

= rf 0.

Quindi studiare la convergenza di un metodo iterativo & equivalente a studiare quando il
residuo tende a zero.
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Come si trasforma il residuo secondo lo schema iterativo generale?
Osserviamo che si puo scrivere

A=P-Q=(1-QP")P
da cui segue con ovvi passaggi che

AP-'Q = (1 - QP—l) P P1Q,

=Q-QP'q,

= QP 'P-QP'Q,
— QP_l (P - Q) ’

= QP 'A.

Infine, dalla relazione AP~'Q = QP! A segue subito che
Tl = b — AxFH,
=b—- AP'Qx* — AP 'b,
=b- QP 'AX* - (P- Q)P 'b,
=b- QP 'Ax* — b+ QP 'b,
= QP~'(b - AxY),
= QP 'r".

Teorema 62. Sia A una qualsiasi matrice quadrata. Allora le seguenti condizioni sono equiva-
lenti:

@ limy, ,, .o AF=0.
@ limy, ., o AFv = 0 per ogni vettore v.

@ o(A) < 1.

@ ||A|| < 1 per almeno una norma matriciale.

Teorema 63. Dato un sistema lineare Ax* = b ed una decomposizione A = P — Q con P non
singolare, allora il metodo iterativo

PxFt! = ka + b,
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converge alla soluzione x* se e solo se

(1)

o(QP) <1

oppure equivalentemente se e solo se

(i)

o(P7'Q) <1

Dimostrazione. Dimostriamo separatamente le due tesi del teorema.

(z) Il residuo k—esimo puo essere scritto come
rk — ((21:)—1)1(:1_07
per cui dal teorema 1 segue che

QP < 1 = lim r* = 0.

k— oo

Viceversa, se il metodo converge, si ha sempre dal teorema 62 che

lim r* = lim (QP™H)*"=0 =
koo koo

= o(QP7Y) < 1.

i 0
per ogni r°,

(17) Si dimostra analogamente sfruttando il modo in cui si trasforma l'errore durante il
procedimento iterativo. Poiché

et = (PTIQ)e",
dal teorema 62 segue che

oP7'Q) <1 = lim e* = 0.

k—oo
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Viceversa, se il metodo converge, si ha sempre dal teorema 1 che
perognie’, lim &f = lim (P7'Q)*<*=0 =
k— o0 koo
= oP7'Q) < 1.
Corollario 64. 1l metodo di Jacobi converge alla soluzione se e solo se
oe(DL+U)) < 1.
Corollario 65. 1l metodo di Gauss-Seidel converge se e solo se

o((D-1)7'U) < 1.

Corollario 66. 1l metodo SOR converge se e solo se

(1) (50v0)) <

Teorema 67. Il raggio spettrale della matrice di iterazione del metodo SOR soddisfa

(52 h0) (2n) )2

Osservazione 47. Questo risultato dice che scegliere w € (0, 2) & condizione necessaria
per la convergenza del metodo SOR, indipendentemente dalla matrice A =D — L — U,
dato che

wg(0,2)=>1-wl>1

Dimostrazione. Calcoliamo il determinante della matrice di iterazione del metodo SOR.

(2] o)
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Osserviamo ora che se M e una qualsiasi matrice con autovalori A; e raggio spettrale
o(M), allora

o(M)" > T M| > |det (M)
=1
Prendendo M uguale alla matrice di iterazione del metodo SOR si ha
(1) (o))
ol [=-L — “D+U
w w
1
-1 -
det((B_L> <1_—wD—|—U>)n
w w

= |1-uw].

v

3.1.5 Controllo della Convergenza

Se ef~1 £ 0, la quantita HekH/ (s’“—lH esprime la riduzione dell’errore al k-esimo passo. La
media geometrica delle riduzioni dell’errore sui primi & passi

et e ] fjHe’“H

el Nt ™ e el

o

Ok

esprime la riduzione media per passo dell’errore.

Dalle proprieta delle norme naturali segue che
ST 4 B el 1o
e quindi si ottiene la relazione
< (ee])”

Quindi oy, stima la velocita di convergenza sulle prime £ iterazioni ed e controllato da una quantita
che dipende dalla matrice di iterazione dello schema. Come possiamo stimare questa quantita?
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Stima della velocita di convergenza

Teorema 68. SiaM € K™*" e [|-|| una qualunque norma indotta. Allora

anmﬂk%:gMy

koo

Osservazione 48. La quantita ¢(M) non dipende dalla norma matriciale utilizzata e
nemmeno dall'indice di iterazione k. Possiamo assumerla come una stima della velocita
di convergenza sui nostri metodi iterativi ponendo M = P~1Q, cioé uguale alla matrice
di iterazione.

Definizione 56 (Tasso asintotico di convergenza). Sidefinisce tasso asintotico di con-
vergenza di uno schema iterativo la costante

€ = —logo 0(P7'Q).

L

La costante C e all’incirca il numero di iterazioni richieste per ridurre I’errore di un fattore 15, cioé

grossomodo per avere ottenere una cifra decimale in piu. Infatti

1

= bk~ ——mMm
logip 0(P~!Q)

-1 k ~
(Q(P Q)) ~ 10

Criteri di Arresto

Sia fissata una tolleranza » sull’errore. | criteri pit comunemente usati sfruttano un controllo sulla
variazione assoluta e relativa delle iterate al generico passo &

e

IN

n  THEN STOP

e

IN

7wxﬂ‘ THEN STOP.

Tuttavia € importante rendersi conto che queste condizioni non garantiscono che la soluzione sia
stata approssimata con accuratezza n



Metodi Iterativi per Sistemi Lineari 137

Infatti, si ha che

k k-1 k

x" —x =xF o x* g x* - xF!

— _€k+€k—1
— —P_IQEk_l —|—€k_1
— (I _ P—IQ) Ek—l

per cui possiamo esprimere I’errore al passo & —1 in funzione della variazione assoluta delle iterate
al passo k

ch-1 <I _ P—IQ)_I (Xk _ Xk—l) _
Dalla relazione
ekl = (I - P‘IQ)_1 (xk - xk‘l) , (ripetiamo)

passando alle norme se |[P~'Q|| < 1 si ha

| < fa=PrtQy ot -
B
—1-Pq]

per cui se |P~' Q|| = 1 I’errore in norma He’“—lH

puo essere ancora grande.



CAPITOLO

QUATTRO

ZERI DI FUNZIONI

4.1 Introduzione

Un problema che si incontra spesso nelle applicazioni ¢ il seguente
trovare z tale che f(z) = 0, 4.1)

dove f : R — IR € una funzione continua a valori reali di variabile reale. Un numero reale « che
soddisfi f(a) = 0 & detto radice. Se la funzione f(z) & lineare, cioé si scrive come

f(z) = az +b,
dove a # 0 e b sono due costanti assegnate, esiste un’ unica radice che vale « = —b/a. Se la
funzione f(z) é della forma seguente

f(z) =az" - b,

nel caso in cui a b abbiano lo stesso segno o » sia dispari, una radice reale si trova immediatamente
evale o = {/b/a. Nei problemi che si incontrano in pratica la funzione f(z) & spesso non lineare e
non é possibile trovare una formula che permetta di calcolare immediatamente almeno una radice.
Di conseguenza € necessario sviluppare schemi numerici per I” approssimazione di queste radici.
Gli schemi che approssimano le soluzioni di un problema del tipo (4.1) rientrano in gran parte
nelle sequenti due categorie:

1. gli schemi iterativi a due punti;

138
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2. gli schemi iterativi ad un punto.

Gli schemi a due punti calcolano ad ogni passo gli estremi di un intervallo che contiene una
radice, come per esempio nel caso dei metodi di bisezione (o dicotomico) e delle corde (o false
posizioni). La lunghezza di questi intervalli in genere decresce e permette di stimare la radice con
I’accuratezza desiderata.

Gli schemi ad un punto, invece, generano una successione di numeri che generalmente convergono
alla radice. Esempi di questi schemi sono il metodo delle secanti, di Newton-Raphson * ed il
metodo delle iterazioni a punto fisso.

In alcuni casi particolari, dipendenti dalla forma della funzione f(z), ad esempio se f(z) é un
polinomio, esistono tecniche speciali che non rientrano nelle precedenti due categorie.

4.2 Metodo di bisezione (o dicotomico)
Il metodo dicotomico e una diretta applicazione del seguente teorema che ricordiamo senza dimo-
strazione.

Teorema 69. Sia f : [a,b] — R una funzione continua in [, b] e tale che f(a) f(b) < 0; allora
esiste almeno un punto « € (a, b) tale che f(«) = 0.

Se f(z) é continua ed aq e by sono due punti tali che f(ao) f(bo) < 0, allora f(ao) ed f(by) hanno
segno discorde. Il teorema 69 implica I’esistenza di almeno una radice « nell’intervallo (ag, bo).
Consideriamo ora il punto medio del suddetto intervallo,

ap + b

Cyp = 2

Si puo realizzare solo una delle seguenti tre situazioni:
1. f(co) = 0;intal caso ¢ & una radice.

2. f(co)f(ag) < 0; in tal caso esiste almeno una radice nell” intervallo (ag, co).

3. f(eo) f(bo) < 0;intal caso esiste almeno una radice nell” intervallo (co, bo).

Escludendo il primo caso, si puo sempre dimezzare I’intervallo di ricerca nel quale esiste una
radice. Lo schema dicotomico permette, data una tolleranza e, di trovare un intervallo di lunghezza
< ¢ che contiene una radice. L’algoritmo si puo scrivere come segue:

!1saac Newton 1643-1727, Joseph Raphson 1648-1715
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Algorithm Metodo dicotomico

Input: @, b

1. ag+a;bp+b;1+0

2. whileb; —a; < ¢

3 doce & + b

4 if f(¢) = 0then return ¢

5. if f(c) f(a:) < 0

6 then (x esiste almeno una radice nell’intervallo (a;, c). *)
7 Ay < a; bi+1 — C

8 else ( esiste almeno una radice nell’intervallo (c, b;). *)
9. Ay < C; bi+1 — bi

10. 11+ 1

11. (* c contiene I’approssimazione della radice cercata. x)

12. returnc

Si puo calcolare il numero minimo di passi necessari per approssimare una radice con I’accuratez-
za richiesta. Infatti,

bi —a; = 27 by — a;_1),

= 2_i(b0 — (10),
= 27'(b - a),
quindi posto b; — a; < e Si ottenie
: h— :
27b—a) < ¢, = - <2

e di conseguenza

bh—
i > log, (Ta) = logy (b — a) — log,(c),

per cui la parte intera del membro di destra fornisce il numero minimo di iterazioni necessarie per
stimare una radice a meno di un errore minore o uguale ad .
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4.3 Metodo delle false posizioni (regula falsi)

Siadata f : [a, b] — R supposta funzione continua sull’intervallodi definizione, e con f(a) f(b) <
0, per cui I’ intervallo [, b] contiene almeno uno zero di f(z).

Per stimare la posizione della radice costruiamo la retta interpolante i punti

o) Lol
fla)]’ HOIS

f(b) - f(a) (4.2)

cioé

f(a)
f(x)

y=f(@+(x-3)[f(b)-f(@)]/(b-a)

/ b -

| -
L

Figura 4.1: Costruzione della “regula falsi”

Lo zero della retta in (4.2) fornisce la seguente stima dello zero della funzione f(z)

A questo punto potremmo utilizzare un procedimento simile a quello per il metodo dicotomico
e ripetere il procedimento per I’intervallo [a, #] 0 [, b]. Se usassimo lo stesso algoritmo dello
schema dicotomico avremo che in generale la regula falsi non costruisce intervalli convergenti a
zero come si vede dalla figura 4.2
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f(b)

T

Figura 4.2: Andamento della “regula falsi”

percio descriveremo I’andamento della regula falsi come la successione di due punti z; e a; dove
z; @ una approssimazione della radice e «; € tale che f(z;) f(a;) < 0.

Il procedimento é riassunto nel seguente algoritmo:
Algorithm Regula falsi

Input: @, b
1. a+—a,z9g+b;1+0

2. while | f(z)] 2(6 ) (@)
L f(z) - nf(a
3 do i « Fo) = Jla)
4 if f(z)f(2) <0
5. then Tig1 < T, Aip1 < a;
6 else zj41 ¢ ;5 @41 — 2
7 1+—1+1
8. return z;

4.3.1 Convergenza dalla “regula falsi”

Per discutere la convergenza della regula falsi ammettiamo che f(z) abbia derivata seconda rego-
lare in ogni punto dell’intervallo di definizione della funzione. Assumiamo, inoltre, che

a) z < dg;
b) f(x) < 0; flag) > 0;

¢) f"(z) > 0 perogniz € [z, agl;
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Con queste ipotesi, vale il seguente teorema.

Teorema 70. La *“regula falsi’” con le ipotesi a—c converge e vale inoltre

T < Tp41 < ax = a, perk=1,2,....

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che l'ipotesi f”(z) > 0 in [z, ao] implica che la
funzione f(z) sia convessa in [zg, ao], Cioe

flte+ (1 =ty) <tflz) + (1 =0)Ff(y),  VYa,y € [20, a].
Inoltre poiché f(z) < 0 e f(ap) > 0, almeno una radice si trova nell'intervallo [z, ao]. Sia
n = sup{z € [0, ao] | f(z) < 0}
Ovviamente dalla continuita di f(z) segue che f(n) = 0. Calcoliamo ora z;

aof(ﬁo) - QCof(ao)
f(z0) = f(ao)

_ fla)
f(z0) — f(ao)”

x = =29+ (ap — x)

Poiché f(zp) < 0e f(ag) > 0 e z9 < ag segue che z; > zy. Inoltre dalla convessita segue
che

flo) =1 (% ran (1 —f<a§(—a°}<mo>)) |
< %]‘(m) + <1 - %) f(a0) =0,

e di conseguenza z; < 7. In modo analogo si vede che
9 < 1 Sﬁg...§$k§ﬁ< g = a; = -+ = d.

Quindi z;, per £ = 0,1,...€ una successione monotona crescente e quindi convergente.
Indichiamo il suo limite col simbolo y; allora avremo che

p= lim z <.
k—oo
Inoltre varra

y = ao f (1) — puf (ao)
f(w) = flag)
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e di conseguenza

(1 — ao) f(p) = 0;

poiché u — ag < 7 — ap < 0 segue che f(u) = 0 cioé il metodo & convergente. [ ]

4.4 Metodo di Newton-Raphson

Sia data una funzione f : [a,b] — R continua e differenziabile. Se zy non & uno zero della
funzione possiamo stimare la posizione dello zero approssimando la funzione f(z) con la retta
passante per [ zo, f(zo)]” e tangente alla funzione,

y = f0) + (2 — 20) f' (20). (4.3)

YA

f(x)

y=f(X,)+(X-x )" (X ),

\j

Figura 4.3: Costruzione del metodo di Newton-Raphson

Lo zero z; della retta (4.3) fornisce una approssimazione della radice di f(z),

f(fo)

f' (o)

Ripetendo il procedimento a partire da z; fornisce un punto z;, che possiamo sperare essere
una approssimazione ancora migliore della radice cercata. Questo suggerisce un procedimento
iterativo della forma:

0= f(z0) + (21 — 20) f'(0), = T = Zg —

f ()

Tpt1 = Tk — F(z)’

k=1,2,... (4.4)
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Lo schema prende il nome di metodo di Newton-Raphson. Vale il seguente teorema:

Teorema 71. Sia f € C?*([a,b]) ed o una radice semplice di f(z) cioé f'(a) # 0. Allora se
9 € (o — ¢, a0 + €) con e sufficientemente piccolo avremo che la successione generate dallo
schema (4.4) soddisfi:

1 o€ (a—c,at+e)perk=1,2,3,...

2. |zpy1 — o <Clag —a)’ perk=1,2,3,...

Dimostrazione. Sviluppando con la serie di Taylor e utilizzando (4.4):

0= f(a) = fm0) + F'(ae) (o= ) + ) =L
= ) (F8 o n) + oy
= Flen) (0= mp) + 0 (02
da cui
o — Tppr = 5;223 (a — z4)2.

Prendendo in valore assoluto entrambi i membri e ponendo

M = sup |f"(n)],
776[‘175]

otteniamo

M
2 f'(zx) ]

Poiché « & supposto zero semplice si ha che |f/(a)| > 0. Inoltre, per la continuita di f’,
esistera ¢ tale che 2 |f/'(z)| > |f'(«)| perogni z € (a — e, a+€). Se z; € (o — €, + ¢€)
allora avremo

241 — ol < [ai — af?

M M
|2pp1 — o] <oy — o) ——— < E—x. (4.5)

2| f" ()] | f'(@)]

. . M — .
Eventualmente riducendo ¢ possiamo supporre em < 1, cosicché dalla (4.5) segue il
[0

punto 1,

g1 — o] < e, = ki1 € (@ — €, a4+ €).
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Inoltre ponendo C' = M/ |f'(«)| si trova verificato il punto 2. ]

4.5 Metodo delle secanti

Se invece di controllare ogni volta il segno del prodotto f(z;) f(«;) utilizziamo i valori delle ultime
due iterate per calcolare una approssimazione della radice, otteniamo il metodo delle secanti che
prende la forma seguente:

g B () = 2if (5i)
o F(@) — f(zie1)

i=1,2,.... (4.6)

Nel metodo delle secanti quando si arriva a convergenza si ha che f(z;) = f(zi—1), per cui Ci

possono essere problemi di cancellazione. Osseviamo che cio non si verifica nella “regula falsi”,

dato che per quel procedimento vale f(z;)f(a;) < 0. Inoltre, se z; non & sufficientemente vicino

alla radice, non é detto che lo schema converga. Studiamo quindi la convergenza locale dello

schema. Sia « unaradice di f(z), sottraendo « a entrambi i membri della (4.6) otteniamo
zio1 f () — wif (xio1)

Tipl — o = - a,

flzi) = f(zio1)

ol
f

Inoltre poiché f(a) =0

fai)  flaiz)  flw) = fla)  f(ziog) — f(@)

- Tig— o X — Ti_] —
f) = fm F(@) = F(m) ’
fz) = fl@)  flaimr) = f(a) e @7
_ T — o Ti_] — Jlz) — f(mio)\
o T — X < Ty — Ti—1 ) ’
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osserviamo che vale il teorema di Lagrange 2, per cui si ha

f(zi) = f(zic1)

Ty — ZTj—1

=f'tm),  me Iz, ) (4.8)

dove con I[a, b, ¢, .. ] siintende il piu piccolo intervallo chiuso contenente a, b, ¢, . . .

Lemma 72. Se f € C? vale la seguente uguaglianza

fla+h)—fla) fla—k) - f(a) 1
h k — 1
h+k —§f (C)? CG[OZ—]C,OJ—I—h].

(4.9)

Dimostrazione. Data la funzione

fla+th) — f(e)  fla—tk)— f(a)
G(t) := h pp k ,

e immediato verificare che G(1) e proprio (4.9). La funzione

si annulla per t = 0, 1, quindi per il teorema di Rolle (Michel Rolle 1652-1719) esiste un
punto n € (0, 1) per cui H'(n) = 0. Osserviamo che

flla+th) — f'(a—tk)

H'(t) = G'(t) — 2G(1)t, G'(t) = W E , (4.10)

e calcolando la (4.10) in 5 otteniamo
o _i ! _f'(Oé-l'??h)—f'(Oé—Uk)_}u
0=G"(n)—2G(1)n,  G(1)= T (n) = 2n(h+ k) =310
Ponendo h = z; — e k = a — z;_; nel lemma 72 otteniamo
f(ai) = fl@)  flziz1) — f(a)
v, — & Li-1 — O _ l 1" (4-11)
— =310,

sostituendo (4.7) ed (4.8) in (4.11) otteniamo

i o= (3 = 0z~ 0) ] f((fy)) G € gicy, 2, (4.12)

guesta equazione € utile per dimostrare il seguente teorema:
2Joseph-Louis Lagrange 1736—1813
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Teorema 73. Se a & uno zero semplice di f € C?([a,b]) (cioé f'(a) # 0) allora esiste un
intervallo J = (z — ¢,z + €) per il quale presi comunque zo, z; € .J il metodo delle secanti &
convergente e inoltre

14++5

=1.618034...
2

|xi—a|§0qpi, 0<g<1, p=

Dimostrazione. Poiché o e uno zero semplice e f’(z) e continua esistera un ¢ > 0 per
cui vale

F@)]> 5 1F@], Vee (- cata,
inoltre poiché f”(z) e continua esistera una costante K per cui vale
If"(2)| < K, Vze(a—c¢ate),
e quindiposto J = (z — ¢,z +¢) e M = K/|f'(a)| avremo

2700 | < [t <750

=M, Vneld V¢elJ
= 7@ nen e

possiamo supporre che eM < 1 (altrimenti basta ridurre ¢), allora avremo che z; € J per
1 =1,2,...infatti dalla (4.12)

lzip1 — o] < |z — al|ziiy — o] M < EM < ¢, = Tig1 € J (4.13)

ponendo e¢; = M |z; — «| dalla (4.13) otteniamo

€i+1 € €1
M — MM

M, = €ir1 < €e;_1,

osserviamo che posto Fy > e; ed £y > e ed F;1y = FE;F;_, abbiamo e; < F; per
1=0,1,2,...Infatti se vale fino a &, allora

ert1 S epep_1 < Epbp_ = Erqg.

Ponendo F; = exp(cz') otteniamo

exp(czi-}-l) — eXp(CZZ-) exp(czi_l) — eXP(C(Zi + Zi—l))7

e prendendo il logaritmo da entrambe le parti e dividendo per cz'~! otteniamo

1i\/g_{1.618034...

22 =241, = 21,2 =
2 —0.618034 . ..
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S

. 14+
scegliendo p = 5

EpF._1 € la seguente:

una soluzione particolare della relazione di ricorrenza Fy.q =

FEoy = exp(c), FEy = exp(cp), EL = exp(cpk),

e scegliendo la costante c tale che

eo < Ey = exp(c), c > log(eo),
1
€1 S El - eXP(Cp)7 c Z Og(61)7
p

e ponendo ¢ = exp(c) avremo che

e < exp(cpi), = M |z; — of < exp(c)pé =q".

Osserviamo infine che ¢; = |z, — a| M < eM < 1 di conseguenza possiamo scegliere
c<0eqg=exp(c) <1 |

4.6 Iterazioni di punto fisso

Vogliamo ora dare una formulazione piu generale alle iterazioni del tipo Newton-Raphson.

Definizione 57. Data una funzione ¢ : R — R diremo che a € un punto fisso se vale:
a=g(a).

Cercare gli zeri di una funzione f(z) é equivalente a cercare i punti fissi della funzione

9() =@ - f(a).

Un modo molto naturale per cercare i punti fissi € quello di usare delle iterazioni. Ad esempio
dato un punto iniziale z, costruendo la successione

The1 = g(2), k=1,2,... (4.14)

possiamo chiederci quando la successione {z; }:2, € convergente e se converge a . Ad esempio
lo schema di Newton (4.4) pu0 essere messo nella forma (4.14) ponendo

RO ()
9(z) = )
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fondamentale per lo studio di schemi iterativi della forma (4.14) é il seguente teorema:

Teorema 74. Sia g(z) funzione continua e « un suo punto fisso, cioé a = g(a). Sia g(z)
soddisfacente la seguente condizione

lg(z) —g(2")| < Lz —2'|, (4.15)
per ogni z, z’ in un intervallo chiuso I = [a — p, @ + p], dove la costante L soddisfa:
0<L<1,
allora
(7) Posto zy € I allora tutte le iterate z;, definite da (4.14) stanno in /, cioé
a—p<a<a+p, k=1,2,...

(72) (esistenza) le iterate convergono ad «;,

lim 2, = a.
k— oo

(737) (unicitd) « @ I'unico punto fisso di g(z) in [z — p, 20 + p).

Dimostrazione. (i) basta osservare che

lao — 2| = |g(a) = g(r-1)],

< Lla— x| = L|g(a) — g(azp—2)],

IN

L?|a — 25| = L?|g(@) — g(zr-3)| (4.16)

IN

LF o — 20) < p,
e quindi z € nell'intervallo [a — p, a + p].
(77) sempre dalla (4.16) e dal fatto che 0 < L. < 1 segue che lim o, |0 — 2| = 0.
(iii) siano « e § due punti fissi allora dalla (4.15) abbiamo
o = Bl =lg(a) = g(B)| < Lla = p] < |or— f] .

Questa contraddizione implica che o« = . [ ]
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Osservazione 49. Se la funzione ¢(z) é differenziabile possiamo scrivere
g(x) —g(a) = gz -2"),  ne (2
lg(2) — g(2")] < |g'(n)]]x — o',
e quindi se abbiamo
'L <1, (ela—patp]
dove « €@ un punto fisso di ¢g(z) allora per il teorema precedente le iterazioni (4.14)

convergono ad a.

Esempio 34. Considerando il metodo di Newton-Raphson come uno schema a punto
fisso abbiamo

f(z)
f'(z)’

f(z)f" (=)
(f'(z))*

g'(z) =

glz) =z -

Se a € una radice semplice di f(z) cioe f(«) # 0 allora

fla)f"(a)

g'(a) = e 0,

se f(z) & una funzione C? allora ¢’(z) & continua nellintorno di o e scegliendo un intorno
sufficientemente piccolo di o avremo

g'(z)| < L <1, zela—paty]

e quindi per il teorema precedente lo schema di Newton-Raphson e convergente per-
lomeno purché si parti da una approssimazione sufficientemente vicina alla radice e la
radice sia semplice.

Osservazione 50. Se « € un punto fisso di g(z) e inoltre ¢’(a) = 0 & chiaro che nella
iterazione (4.14) piu ci avviciniamo alla radice « piu piccola € la costante 7. e quindi piu ra-
pidamente ci avviciniamo al punto fisso. Supponiamo ora che ¢”(z) esista e sia continua,
allora sviluppando con Taylor attorno al punto fisso « la funzione ¢(z) otteniamo:

9(z) = g(a) + 0+ ———¢"(n),
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e da questa

2

(xk ; O{) g//(nk)

"
2x41 — o = lg(2) — 9(0)] = <[Py ap. @)

Da questa equazione segue che I'errore alla iterata successiva € proporzionale al quadra-
to dell’errore precedente. In tal caso diremo che il metodo e del secondo ordine. Quindi in
particolare il metodo di Newton-Raphson e del secondo ordine nel caso di radici semplici.

Siaora I = [a — p,a+ p] un intervallo in cui lo schema é convergente e

<M, zel

allora dalla (4.17)
|z — a| < M|z —af?,

2
M (M|xk_2 — oz|2) =M M?*|g_y — af,

IN

IN

4
MM (M |g_s — of*) = M- M* M* |25 — of*,

< MiH2HaEs 2R |20 — a|2k
- b
osserviamo che 1 +2 44 4 --- 4+ 251 = 2% _ 1 e quindi
2k—1
5 — o] < (M 2o —al)* ™ |z — o
Scegliamo zy sufficientemente vicino ad « in modo che
Mzg — af < 1,

allora possiamo calcolare il numero di iterazioni necessarie per ridurre I'errore iniziale
|70 — | di ad esempio 10~ ponendo

(M 20— al)* ™ =107, (4.18)
e prendendo il logaritmo da entrambe le parti

ka — g < m )
log 2 —logo(M [z — ) 7
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osserviamo che sempre dalla (4.18) otteniamo
m =~ 2% logo (1/(M |20 — al)), (4.19)

m € proporzionale al numero di cifre esatte nella approssimazione di a. quindi la (4.19)
significa che ad ogni iterazione un metodo al secondo ordine circa raddoppia le cifre
esatte.

Osservazione 51. Supponiamo che sia « un punto fisso di ¢(z) e inoltre g € C? con

g(@)=¢"(a)=---=g"V(a) =0,
per il teorema di Taylor
o(2) = g(a) + L= g0 ),
anche qui avremo
|9 ()|

|21 = of = lg(z) = g(@)| < = |z —al”.

Da questa equazionesegue che I'errore alla iterata successiva € proporzionale alla p—esima
potenza dell’errore precedente. In tal caso diremo che il metodo € di ordine p.

Esempio 35. Nel metodo di Newton-Raphson se « e una radice multipla di f(z) cioé
f(z) = (z — a)"h(x), n>1
dove h(a) # 0 segue che
f'(z) = n(z — )" 'hiz) + (z — o)A (z)
f'(z) = n(n —1)(z — )" 2h(z) + 2n(z — a)" 'K (2) + (z — a)"h"(z),
e di conseguenza

o) = L@@ h@) (n(n — Dh(z) +2n(z — )b'(2) + (z — @)*h"(2))
(f'(2))? (nh(z) + (x - a)h'(z))* 7
n(n —1)h(a)? _ 1

gl(a)zw—l—;
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quindi

1
!
a)l=1—-—<1
|9/ ()] -
e lo schema iterativo converge localmente anche se ora la convergenza € solo al primo

ordine.

4.7 Zeri di polinomi

4.7.1 Eliminazione delle radici multiple

Il metodo di Newton-Raphson & un metodo generalmente del secondo ordine, ma se vogliamo
approssimare una radice multipla di un polinomio la convergenza degrada al primo ordine. Un
modo per evitare questo degrado delle prestazioni e quello di sostituire al polinomio che contiene
radici multiple un polinomio con le stesse radici ma semplici. Questo problema apparentemente
complicato ha una soluzione molto semplice: Sia p(z) un polinomio monico fattorizzato come
segue®

k
p(z) = H(x - )™,

allora il polinomio derivata prima si scrivera come

osserviamo che il polinomio ¢(z) non ha radici in comune con il polinomio p(z) infatti

qloe) =Y m;

=1 7

B k
(t)(xé_xi):m@H(e)(xé_xi)#()? €:1727"'7k

Quindi il polinomio p(z) e p’(z) hanno in comune solo le radici di p(z) con molteplicita maggiore
di 1. Se z; € una radice comune con molteplicita m; allora la sua molteplicita in p’(z) sara m; — 1.

k
3nella formula I1 © significa che vengono fatti tutti i prodotti con indice j che vada 1 a k escluso :
j=1
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Ricordiamo che un polinomio M (z) & il massimo comun divisore tra due polinomi P(z) e Q(z)
se vale

1. M(z) divide P(z) e Q(z), ciog
P(z) = M(2)S(z),  Q(z) = M(2)T(2), (4.20)
dove S(z) e T(z) sono a loro volta polinomi (anche di grado 0)
2. Se N(z) & un altro polinomio che divide P(z) e Q(z) allora N (z) divide M (x) ciod
M(z) = W(z)N(x),

per W (z) opportuno polinomio.

Teorema 75. Se M (z) & il massimo comun divisore tra due polinomi P(z) e QQ(z) € se « & una
radice comune a P(z) e )(z) cioe:

allora necessariamente o & anche una radice di M (z).

Dimostrazione. Se cosi non fosse dalla (4.20) avremo che il polinomio x — « divide sia
S(z) che T'(z) cioé

P(z) = M(z)(x - @)S'(z),  Q(z) = M(z)(x — a)T" (2),

e M(z)(x — «) sarebbe un divisore comune a S(z) e T'(z) che non divide M (z). |

Teorema 76. Se o & una radice di M (z) massimo comun divisore tra i polinomi P(z) e Q(z)
allora « € una radice comune a P(z) e ) (z) cioe:

Conseguenza di questi due teoremi e che il massimo comun divisore tra due polinomi e costituito
dal prodotto delle radici in comune con molteplicita il minimo tra le due.
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Esempio 36. Siano

P(z) = 3(z — 1)%(z+ 1)*(z - 3),

Qz) = 2(z— 1)*(z+ 1) (= — 3),

il loro massimo comun divisore e

M(z) = (z — 1)*(z+ 1)(z - 3).

Sia m(z) il massimo comun divisore tra i polinomi p(z) e p'(z) allora per i discorsi precedenti
vale

Allora il polinomio

k
:z((i)) = =),

conterra tutte le radici di p(z) e solo radici semplici. Il problema & come trovare questo massimo
comun divisore. Per fare questo ci viene in aiuto un algoritmo classico, I’algoritmo di Euclide
(Euclide di Alessandria circa 365—-300 a.C.) per il calcolo del massimo comun divisore.

Algorithm Algoritmo di Euclide per il M.C.D. di p(z) e ¢(z)

Input: p(z), q(z)
if Op > 0¢q

=

2 then pg < p; p1 < ¢

3 else po+q;p1 & p

4. 1+ 1

5. repeat

6 (* pi+1 € il resto della divisione di p;_; con p;. )
7 (*+ pic1(z) = si(z)pi(x) + pit1(x) *)

8 11+ 1

9. wuntilp;, =0

10. (* p;_1 € il massimo comun divisore. %)
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Esempio 37. Sia dato
p(z) = (z = 1)%(z = 2)(z +1)?
= $6—3x5+6m3—3$2—3$—}—2,
p'(z) = 62° — 152" + 182% — 62 — 3,

calcoliamo il massimo comun divisore m(z) con I'algoritmo di Euclide:

1. Inizializzazione:
po(z) = 2% —32° 4+ 62° — 322 — 32 + 2,
pi(z) = 62° — 152" + 1827 — 6z — 3,

2. Calcolo p;:

po(z) = p1(x)si(x) + p2(z),

26— 325 462 — 322 — 3242 = ( 25 — 152% + 1822 —690—3)(

4

7 x? 5
+(Z—3m—%+3$3——$

3. Calcolo ps:

p1(z) = pa(2)si(z) + p3(z),

24z 2
62° — 152 + 1822 — 6z — 3 :( z —)(£—3x—%+3x3—
96

—|—25( z° +z —I—r—l)

4. Calcolo py:

p2(z) = pa(z)si(z) + pa(2),
1252 175) 96 (
384 384 ) 25

62° — 152* + 1822 — 62 — 3 = (

5. Poiché p, = 0 il massimo comun divisore € p3

96

25( 2 +z —I—m—l)

1

12

)

5)
4

—r3—|—$2—}—:€—1)—}—0.
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e poiché & unico a meno di una costante moltiplicativa scegliamo
m(z) = — 32?4tz —1.

dividendo p(z) per m(z) otteniamo

——§+x2+£—1
=3 51

Per questioni computazionali (ad esempio nella costruzione di successioni di Sturm) a volte e piu
conveniente usare una versione modificata dell’algoritmo tenendo cento del fatto che se m(z) & il
massimo comun divisore tra due polinomi anche ¢m(z) lo & dove ¢ & un qualunque scalare non
nullo. La versione ¢ la seguente

Algorithm Algoritmo di Euclide per il M.C.D. di p(z) e ¢(z) (versione modificata)
Input: p(z), q(z)
if Op > 0¢q
then po < p; p1 ¢
else po < q;p1 & p
11
repeat
(* pi41 € il resto della divisione di p;_; con p;. x)
(¢ pi-1(z) = si(z)pi(z) — cipipa (z) %)
11+ 1
until p;, =0
(* p;_1 € il massimo comun divisore x)

© ©® N o O~ wDdhRE

[
©

Osserviamo che I’algoritmo Algoritmo di Euclide per il M.C.D. di p(z) e ¢(z) produce effettiva-
mente il massimo comun divisore. Vale infatti il seguente teorema:

Teorema 77. L’algoritmo Algoritmo di Euclide per il M.C.D. di p(z) e ¢(z) termina in un
numero finito m di passi e I’ultimo resto non nullo & il massimo comun divisore dei polinomi.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che l'algoritmo termina in un numero finito di
passi. Infatti il resto della divisione ha grado strettamente minore del divisore e quindi ad
ogni divisione si riduce il grado dei polinomi coinvolti. Quando il grado € 0 il polinomio e
uno scalare. La divisione di un polinomio per uno scalare ha resto nullo e quindi anche
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in questo caso estremo I algoritmo termina. Lalgoritmo puo essere quindi scritto come
segue

po(z) = si(z)p1(2) — erpa(), (4.20.0)
pi(z) = sa(2)pa(x) — eaps(), (4.20.1)
pe-1(z) = sk(x)pr(z) — ckpr+1(2), (4.20.k)
pm—?(*r) = Sm—l(x)pm—l(x) — Cm—1Pm ($)7 (420m_l)
Pm-1(T) = 8 (7)) pm(2), (4.20.m)

e segue subito che p,,(z) l'ultimo resto non nullo divide p,,_1(z), pm—2(z),..., po(z) €
quindi & un divisore comune. Viceversa sia ¢(z) un divisore di po(z) e pi(z), allora dalla
(4.20.0) segue se ¢(z) divide py(z) e dalla (4.20.1) segue che ¢(z) divide ps(z) e cosi
via fino ad arrivare alla (4.20.m) da cui segue che ¢(z) divide p,,(z) e quindi p,,(z) € il

massimo comun divisore. ]

4.7.2 Separazione delle radici

E* desiderabile avere il modo per conoscere il numero di radici reali in un dato intervallo. Se que-
sto & possibile é possibile tramite un metodo di bisezione separare tutte le radici reali e approssi-
marle fino alla approssimazione voluta. Questo problema puo essere risolto grazie alle successioni
che prendono il nome dal suo scopritore Jacques Charles Francois Sturm 1803-1855:

Definizione 58. La successione di funzioni continue definite su [a, b]:
Flz)={f(2), i(z),. .. fm(2)},
forma una successione di Sturm su [a, b] se vale:
1. fo(z) ha al piu zero semplici in [a, b];
2. fn(z) non ha zeri su [a, b];

3. perogni « € [a,b] tale che fi(a) = 0, allora fi_1 () fx+1(a) < 0;
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4. per ogni « € [a, b] tale che fy(a) = 0, allora f;(a)fi () < 0;

Definizione 59. Data una successione di Sturm F(z) = {fo(z), fi(z), ..., fm(z)} per ogni
punti z associamo un vettore di m + 1 numeri reali. A questo vettore possiamo associare
un numero intero detto variazione di segno. Questo numero rappresenta il numero di
volte che scorrendo la successione di numeri c’é un cambio di segno. Ad esempio la
successione
{1,0,-2,-3,4,3,0,1},
—_—— ——

* *

ha 2 variazioni di segno (marcate con x). Osserviamo che 3,0, 1 ha variazione di segno
nulla. Infatti lo 0 va considerato come elemento neutro e va rimosso dal computo.

Per ogni successione di Sturm vale il seguente teorema:

Teorema 78 (Sturm). Data una successione di Sturm F(z) = {fo(z), fi(z),...,fm(z)} su
[a, b] il numero di zeri di fy(z) in (a,b) é dato dalla differenza tra il numero di variazioni di
segno in F(b) e F(a).

Dimostrazione. Il numero di variazioni di segno cambia man mano che z passa da «
a b solo a causa del cambio di segno di qualche funzione della successione di Sturm.
Assumiamo che per un qualche & € («,b) valga f; () = 0 per 0 < £ < m. In un intorno di
% dalla condizione 3 sara

€z (@) fi(@) fera (@) z frmi(z) fu(®) fepr(2)
T4e + + - appure THe - + +

v + 0 — L - 0 +
T —¢ + + - T —e€ - + +

in ogni caso il passaggio da z non cambia il numero di variazioni di segno. Sia ora &
uno zero di fy(z) e vediamo la variazione di segno nell'intorno di &, osserviamo che dalla
condizione 4 della definizione 58 avremo

z | folz) fi(z) z | folz) fi(z)
T+e + + T+e — —

) . N oppure . j
T—c - + T —¢ + —

in ogni caso in numero delle variazioni di segno cresce al passare di = per uno zero di
fo(z). Combinando queste osservazioni otteniamo il teorema. |
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Costruzione della successione di Sturm per un polinomio

E* relativamente facile costruire una successione di Sturm per un polinomio. Sia f = p, un
polinomio di grado n, definiamo f; = —p/,. Dividiamo fy(z) per fi(z) e chiamiamo il resto
—f(z). Poi dividiamo f; () per fo(z) e chiamiamo il resto —f3(z). Continuiamo cosi finché il
procedimento termina. Abbiamo cosi la successione:

fo(éf) = Q1(33)f1(33) —f2(33)7
fl(iC) = Q2(93)f2(33) —f3(33)7

Je-1(2) = qr(2)fi(2) = fog1 (), (4.21)

frn—2(2) = gu-1(2)fn-1(z) = fu(),
Jrn=1(2) = @ (2)frm(2).

Questa successione a parte il segno di f; & esattamente la successione per il calcolo del massimo
comun divisore di un polinomio, e f;,, € il massimo comun divisore tra f, e fi. La successione di
polinomi

@ una successione di Sturm, infatti

1. po(z) ha al pit zero semplici in [a, b]; essendo il rapporto tra il polinomio originario ed il
massimo comun divisore tra il polinomio originario e la sua derivata prima.

2. py(z) non ha zeri su [a, b]; infatti & una costante.

3. per ogni a € [a,b] tale che py(a) = 0, allora py_q () pr+1 () < 0; infatti dalla (4.21)
abbiamo

Pr—1(@) = —prt1(a).
Osserviamo che se pi_1 (o) = pr(a) = pr41(«) = 0 allora dalla (4.21) seguirebbe

4. perogni a € [a, b] tale che po(a) = 0, allora p{(a)pi (o) = —p§(a)? < 0;
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4.7.3 Limitazione delle radici

Per poter usare il metodo di bisezione e separare le radici con Sturm € necessario conoscere una
prima stima anche se grossolana dell” intervallo in cui stanno tutte le radici di un polinomio. Per
fare questo occorre osservare che la seguente matrice in forma di Frobenius (Ferdinand Georg
Frobenius 1849-1917)

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1

A= ,

0

0 0 o - 0 1

Qg a1 az n—1 0n—2 ndn—1

-~ _ = = ... (=21 nze 12—

L an an an ( ) an ( ) an .

ha come polinomio caratteristico

_1)
p(A)=|A=-AI|= u (ao oA+ 4+t a, N 4, AT an/\”(}l,ZZ)

(0

(basta sviluppare lungo I’ ultimariga). Applicando il teorema di Gershgorin alla matrice otteniamo
che le radici del polinomio (4.22) soddisfano

Qg Qp—2

<=+ o]+ + S

T

Qp—1
‘A -
n

(0

Applicando il teorema di Gershgorin alla matrice trasposta otteniamo che le radici del polinomio
(4.22) soddisfano

£s]

Al <

o Al s

‘|‘17 ‘A_an—l

Qp,

< 1.

T T

Possiamo applicare le disegualianze appena viste (indebolendole un poco) ad un polinomio qua-
lungue,

p(z) =ap+ apz+ azt -+ a2 + a2,

b

ottenendo le seguenti limitazioni

n—1

lz| < max{l, Z

1=0

a;

(0
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oppure

n—1
, 14+ max
=1

|z| < max{ %
a

T

a;

Qp,

.
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5.1 Interpolazione polinomiale

Teorema 79. Siano zg, x1,...,2, € R, n+ 1 punti distintied f : R — R una funzione, allora
esiste un unico polinomio di grado al pit n, p(z) per cui vale

p(z) = f(z), i=0,1,....n

Dimostrazione. Consideriamo un generico polinomio di grado al piu =,

p(z) = ap+ a1z + az’ + -+ a,z",

ed imponiamo che soddisfi le n + 1 condizioni della forma (z;, f(z;)) peri =0,1,...,n. Si
ottiene il sistema lineare

2 n
g + a1%9 + agxy + -+ apry =

2
ap + ez + agzy + -+ ayz =

ao + a1z, + @zt + -+ a,z” = f(z,)

Il sistema si scrive in forma compatta matriciale Ma = b con

1w 28 oz ao f(z0)

1 =z ¢ - a2 ay f(z1)
M= , a= , b= )

1 =z, z2 - 2" Qy, f(zn)

quindi il problema ha una unica soluzione se e solo se il determinante della matrice M e
non nullo.

La matrice M & nota col nome di matrice di Vandermonde?® ed il suo determinante ha la
forma seguente:

[Tz — =) (5.1)

i>]

Lalexandre Théophile Vandermonde 1735-1796, I’attribuzione & dovuta a Henri Léon Lebesgue 1875-1941,
tuttavia questa matrice non compare nei lavori di Vandermonde.
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Dall'ipotesi che z; # z; per ¢ # j (punti distinti) segue che il determinante di M € non
nullo ed il problema ha una unica soluzione.

Per completare la dimostrazione calcoliamo il determinante (5.1). Sia

1 i )
1 = zl z
Vizo, 21,y Tpor, ) = | . (5.2)
Lozaoy zhy Ty
1 x z? z"

Sviluppando il determinante in (5.2) per cofattori sull'ultima riga si ottiene un polinomio
nella variabile z di grado al piu ». Osserviamo che sostituendo al posto di = successiva-
mente i valori zg, z1,...finoa z,_; il determinante si annulla, cioe

Vi(zo, 21, .., 2n-1,2,) =0, k=0,1,...,n— 1.

Cio accade perché si sta calcolando il determinante di una matrice con due righe uguali,

l'ultima e di volta in volta la k£ —esima. Le ascisse g, 1, . . ., ,_1 Sono radici del polinomio
V(zo, 21, ..., 2,-1, z), che puo essere quindi fattorizzato nella forma
K(z—z)(z—21) (2 — 24-1), (5.3)

dove lo scalare K e il coefficiente del termine di grado massimo.

Infatti, moltiplicando i binomi in (5.3)

V($07 Lly e ey In—1, x) = Kz" + Laz"1...

si vede subito che K e il coefficiente che moltiplica z".

Il determinante della matrice di Vandermonde coincide con il valore del polinomio in
(5.3) calcolato nell'ascissa z,, per cui si rende necessario determinare esplicitamente
il coefficiente K. Sviluppando V(zo, 21, ..., 2,—1,2) pPer minori rispetto alla ultima riga
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otteniamo
1 Zo x02 )
1 1z zl z
Vizo, &1y oy Bper, &) =
| A
1 x z? x”
1 =z o :Eg_l
1 = xl :Ef_l
— " + xn—l
-1
I oz 557%—1 T,y
da cui segue immediatamente che
1 =z o . :Eg_l
1 2 e !
K= i i I‘/($0,$17...,$n_1).
(RN I A SRR Gt
Sostituendo questa espressione per K in (5.3) abbiamo
‘/($07 L1y e vy In—1, xn) = ‘/(ﬁo, L1y -y xn—l)(xn - $0)($n - $1) e (fn - $’rz—1)7

in cui e facile riconoscere una relazione di ricorrenza

n—1

‘/($07 Ly« oy Tp—1, xn) - V(f(), LA wxn—l) ]___[ (mn - mi)7
1=0

=V(zo, 21, ..., Tn-2) (ﬁ (2p—1 — IZ)) (ﬁ (2, — mz)) ,
(5.4)

—

n j-—

:V(mo,ml,...,rk)]:[ (z; — ), k> 1.

j=k =0

La ricorsione all'indietro si arresta sull'indice £ = 1

1 Xy

‘/(ﬁo, $1) = = I — 2y.

i
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che in (5.4) produce proprio la formula (5.1). ]

Definizione 60 (Nodi di interpolazione). Le coppie ordinate della forma (z;, y;) con gli
z; assunti distinti, cioe z; # z; per i # j, si indicano normalmente col termine di nodi di
interpolazione.

Se necessario, si pud anche supporre che y; = f(z;), cioé che i valori assunti nei nodi di interpo-
lazione siano tabulati a partire da una funzione nota y = f(z).

Definizione 61 (Gradi di liberta). Gli » + 1 coefficienti «; per i = 0,1,...n che deter-
minano il polinomio di grado = si indicano normalmente col termine di gradi di liberta. Il
numero a, Si chiama coefficiente del termine di grado massimo, ed € ovviamente assunto
non nullo quando il polinomio é di grado =.

Osservazione 52. Il teorema 79 afferma che dati » + 1 nodi di interpolazione (distinti)
il polinomio interpolante di grado al pit » esiste ed e unico. Nel teorema e stato scritto
come combinazione lineare dei polinomi 1, z, z2,..., z"”. Tuttavia pud essere scritto

anche come combinazione lineare di funzioni polinomiali generali, che indicheremo con i
simboli Ly(z), L1(z),...,L,(z).

5.1.1 Generalizzazione
Esaminiamo cosa succede se consideriamo una funzione della forma:
L(z) = aglo(z) + a1 Ly (2) + - - -+ an L (2),
per cui valga
L(z) = f(zr), k=0,1,...,n

Imponendo esplicitamente il passaggio per i nodi di interpolazione si ha un sistema lineare

aoLo(zo) + a1 Ly (20) + - - - + a,, Ly (20) f(xo)
aoLo(z1) + a1 Ly (z1) + -+ - + a, Ly (1) Iy

flz)

LloLo(]?n) + (11L1($n) +---+ anLn(rn) = f(mn)
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che scriviamo in forma matriciale compatta Ma = b con

Lo(z0)  Li(z0) ILi(z0) -+ Lp(20) f(xo)
Lo(z1) Li(z) La(za) -+ Lpx;) flz1)
M = . . 3 b= . 3
nelle incognitea = (ag, ai, ..., a,)”. Quindi lasoluzione esiste ed & unica se e solo se la matrice

M ha determinante non nullo.

5.1.2 Condizione di Haar

Definizione 62. Date n + 1 funzioni polinomiali generali Lo(z), L1(z),...,L,(z) ed n + 1
nodi di interpolazione con ascisse (z;) supposte distinte, sia M la matrice di componenti
M;; = L;(=;). La condizione | M | # 0 si chiama condizione di Haar? .

Osservazione 53. La condizione di Haar esprime l'indipendenza lineare delle funzioni
polinomiali Z;(z) peri = 0, 1,...n sui nodi di interpolazione ed e necessaria e sufficiente
per la risolubilita del problema di interpolazione.

5.1.3 Interpolazione di Lagrange
Scegliamo le funzioni generali di interpolazione Ly (z) come

Wny1(2)

Li(z) = (z = a)wrp (28)

dove si é introdotto il polinomio w,, 4 (z) di grado n + 1
w1 (2) = (2 = 20) (¢ = 1) - - (2 = 20),

la cui derivata prima & 3

2Alfred Haar 1885-1933

n
31"apice k nell’espressione I1 ® significa che si esclude dalla produttoria il termine con indice z = k.
=0
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Sinoti che w], . (zx), cioé la derivata prima di w, 41 (z) calcolata nell’ascissa del &-esimo nodo di
interpolazione assume una forma particolarmente semplice,

Definizione 63 (Polinomi elementari di Lagrange). # Ogni L (z) € un polinomio di gra-
do n della forma

e e I =y

(z—a)wny (k) oy \me—wm
Questi polinomi sono noti come polinomi elementari di Lagrange.
Osservazione 54. | polinomi L; sono completamente caratterizza dalla proprieta che
Lk(xi) = 52'13.

Si ha quindi che M = I ed il problema della interpolazione si riduce a a; = f(z), k =
0,1...n. Il polinomio interpolante di grado » si scrive immediatamente come

n n

p(z) = Zf(xk)Lk(x) = Zf(xk) Wnt1(2)

k=0 =0 (z — ar)wy, 4 (21)

5.1.4 Interpolazione di Newton

Nel caso dell’algoritmo di Newton® scegliamo le funzioni generali di interpolazione L(z) per
k=1,2,...n come segue:

Li(z) = wi(2),
=(z—20)(z—2) (2 — 2-1),

e poniamo per coerenza wy = 1 per I’indice £ = 0. Il polinomio interpolatore si scrive quindi
come

p(2) = agwo(z) + arwr(z) + -+ - + apw,(2).

4Joseph-Louis Lagrange 1736-1813
°Sir Isaac Newton 1643-1727
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Osservando che wy (z;) = 0 per 7 < k il problema di interpolazione si pud esprimere come sistema
lineare

f(fﬁo) = 4o

flz1) = ap + aywr(z1)
flz2) = ao + arwq(z2) + agwa(z2)

fzn) = ag + arwi () + - -+ apwn(zy)

0 equivalentemente in forma matriciale compatta Ma = b con

10 0 - 0 (o)
1 wl(xl) 0 e 0 f($1)
M - . . b b - . b
1 owim) wa(m) o wnlom) f(22)
nelle incognite a = (ag, ay, . .., a,)’.

La matrice M in questo caso & una matrice triangolare inferiore, il cui determinante

| M| = wo(ao)wr (1) - - -wn(wn),
é uguale al prodotto degli elementi diagonali wy () dove
k-1
wi () = H (2 — ;).

1=0

Se assumiamo come sempre che i nodi di interpolazione hanno ascisse distinte, cioé z; # z; per
© # j, allora il determinante & non nullo ed il problema di interpolazione ammette una unica
soluzione.

Relazioni di ricorrenza Sia la n + 1-upla di coefficienti (ap, a1, ..., a,) una soluzione del
problema di interpolazione. Allora gli » + 1 polinomi

pr(z) = apwo(z) + aws (z) + - - - + arwr (),

per k =0,1,2,...,ninterpolano i nodi (zo, f(z0)), (21, f(21)),- .., (&, f(zx)).

Ovviamente, per k£ = n ritroviamo il polinomio di interpolazione, cioé p, (z) = p(z) .
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Per: < ksiha

Wit (%) = wpgr () = ... = wp () = 0.

Infatti, se per esempio esaminiamo il primo di questi polinomi, quello con indice k£ + 1, notiamo
che

Wit (2) = (2 — 20) (2 — 21) . . (2 — 21),

per cui, essendo 7 < k, uno dei binomi é sicuramente nullo. Lo stesso ragionamento Si puo ripetere
anche per gli altri polinomi con indici & + 2, £ + 3, ... n.

Il polinomio interpolatore calcolato nel nodo z; si scrive formalmente come

pr(x) = agwo(z;) + ayws (%) + -+ -+ apwi () +

=p(:)
+ apprwpgr (z) + -+ apwn (%),
=0
= p(z), 1=1,2,..., k.

Possiamo esprimere questa proprieta per mezzo delle seguenti relazioni di ricorrenzaper & > 0

wit1(2) = (& — zp)wr(2),
pr1(2) = pr(2) + apprwptr (2).

La condizione di interpolazione pxy1(zx+1) = f(ary1) permette di ricavare immediatamente
un’espressione per axyi, Cioé per il coefficiente del termine di grado massimo del polinomio

Pr+1(2)

f(zrg1) — pr(2p41)
wk+1(9€k+1)

41 =

3

che sostituita nelle relazioni di ricorrenza permette di scrivere un algoritmo di calcolo per il
polinomio di interpolazione.
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5.1.5 Algoritmo di Newton

1. Siinizializzi wo(z) = 1, po(z) = f(a0).
2. eperk=0,1,...,n — 1sicalcoli

wit1(2) = (2 — zp)wr(2),

fzrgr) — pr(2p4r)
wk+1($k+1)

Pr+1(z) = pr(z) + wit1(2).

5.1.6 Differenze divise

Il sistema lineare che definisce il problema di interpolazione secondo il metodo di Newton
flm) = ao

flz1) = ap+ aywy(z1)
flz2) = ao + arwq(22) + agwa(z2)

f(xn) = ap + alwl(xn) + -+ anwn(fn)
é triangolare inferiore e puo essere risolto esplicitamente con la tecnica delle sostituzioni in avanti.

La soluzione del sistema lineare puo essere scritta come

ay = f(f()),
@ = f(fl) —f(fﬁo)
w1(9€1) 7
f(z2) — flzo) — wl(fﬂl)f(xil(_xﬁx())

w2(962)

Si noti che ogni «; dipende dai nodi di interpolazione (z;, f(z;)) per j = 0,1,...7 e non dai
successivi.

Osservazione 55. Questo tipo di dipendenza non deve stupire, perché € ancora un
modo per descrivere le relazioni di ricorrenza di cui si e gia parlato.
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Indichiamo questa dipendenza con il simbolo speciale (notare le parentesi quadre)

a; = flzo, z1, ..., 2],

che si chiama differenza divisa di ordine j.

Tramite le differenze divise possiamo scrivere il polinomio interpolante come segue

Le differenze divise godono di una serie notevole di proprieta interessanti.

e Proprieta l
La differenza divisa f[zo, z1, ..., zz] € il coefficiente del termine di grado massimo £ del
polinomio interpolatore che interpolai &£ + 1 nodi di ascisse zg, z1, . . ., .

e Proprieta 2
La differenza divisa f[zg, 21, . . ., 2x] non dipende dall’ordine con cui si prendono i nodi di
interpolazione, cioe

fleo, 1, ooy zw) = flag, oy, o 21, ],

dove g, 71, . . ., 71 € Una qualunque permutazione dei numeri 0,1, ..., &.

Come conseguenza della proprieta 2 si ha che permutando la sequenza dei nodi di interpolazione
il polinomio non cambia. 1l problema di interpolazione sui nodi di ascissa g, #1, . .., x_1, 5 ha

come soluzione il polinomio che si esprime con le differenze divise come

p(z) = flzo] +
flzo, z1](z — 20) +

flzoy oy @p—ay tpa](z — 20) -+ - (7 — 2p—2) +
Fflzo, ooy 2r—g, Tro1, 2] (2 — 20) » - (2 — 2p—2) (2 — 2p—1),

In maniera analoga possiamo costruire /o stesso polinomio interpolatore per i nodi di ascissa o,
z1,..., £k, con un ordine di interpolazione diverso, ad esempio zg, z1,..., %, Tx_1.
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In questo caso la formula di interpolazione di Newton e

et
flzo, .oy oo, 2] (z — 20) - -+ (2 — 2p—2) +
f[fo, ceoy Th—2,4 Tk, $k_1]($ - $0) t ($ - $k_2)($— $k)7

Confrontando le due espressioni (si sottragga membro a membro e si divida per (z — zo)(z —
zy) - -+ (z — zK_2)) Si ottiene la relazione

0= flzo, ..., 2k—2, xg—1] + fl2o, ..., Tp—2, Tp—1, ) (2 — 23—1) —
f[$07 sy T2, $k] - f[$07 sy T2y Ty $k_1]($ - $k),
Usando il fatto che f[zo, ..., 2k, 2x—1] = f[xo, ..., 2x—1, 2] Si Ottiene
f[fo, e T, xk—l] _ f[fo, ey T—2, xk—l] - f[fo, ey T—2, xk]7
L — Tk—1

e Proprieta 3
Ripetendo il ragionamento con un ordinamento qualsiasi dei nodi di interpolazione si ottiene
una definizione ricorsiva delle differenze divise di ogni ordine

flail = f(@),
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Tabella 5.1: Schema grafico del procedimento ricorsivo per il calcolo delle differenze divise del
polinomio interpolatore di ordine n

f[flfo]

~

flzo, 1]
f[fﬁl] < f[ - ; > f[$0,9617962]
Ty, T
f[@] - v ™~ f[$17$27$3]
P flzo, -+ -y 2]

f[fn—l] f[xn—% Tp—1, fn]

S~ 7
f[xn] / f[xn—lv xn]

5.1.7 Lalgoritmo di Aitken-Neville

Per presentare I’algoritmo di Aitken-Neville  introduciamo I’insieme formato da n + 1 punti di
R xR

I={(z, f())]|t=0,1,2,...,n, 2; # z;},
e tutti i suoi sottoinsiemi
Ii07i17i27~~~7ik = {(riu f(xl)) | s=0,1,2,.. '7k}7

conk=0,1,...,n.

Ad ogni sottoinsieme I;;,;,...;, associamo il polinomio p;,;,,,..;, di grado £ che interpola i punti
dell’insieme

Pigiviz..ix (%)) = f(z)) j=0,1,.... k.

Osservazione 56. Conoscendo i due polinomi interpolatori p;y;,i,...i,_, () € Piyiy..ip 14, (2)
possiamo facilmente costruire il polinomio interpolatore p; ;,i,...,_,i,(z), che & dato dalla
formula

(xik - x)pioi1~~~ik_1(x) + ($ - xio)pillémik(x)
T

Digiy iy (2) = —
(1

k 0

5Alexander Craig Aitken 1895-1967
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(ﬁik - $)pi0i1~~~ik_1 (ﬁ) + (x - $i0)pi1i2mik (ﬁ)
T

Digiyip (2) = —
T

k 0

Pers=1,2,...,k— 1 vale ovviamente

(Ziy, = i) Pigiy iy (%i,) + (i, — Tig) Piyiy.iy, (2i,)

pzozllk (xls) = x“c — xio 7
_ (@ ) fi) + (5, — @) [
i — Ty 7
= f($25)7

(Iik - I)pioilnik_l (r) + (x - Iio)pillémik (r)
;

Digiyip (2) = —
T

k 0

Nel caso s = 0 abbiamo

pioil...ik(xio) _ (xlk - xio)pi0i1~~ik_1 (xio) + (xio - xio)pi17i27~~~7ik (xio)7

i, — i,
_ (‘rlk — xio)f(rio) _ f(xio)-

T, — T

(xik - x)p’ioi1~~~ik_1 (x) + (x - xio)pillé---ik (x)

Digiyip (2) =

Ti, — &

k 0
Nel caso s = k abbiamo
(@i, = i) Pio i iy (Ti) + (Fig = Tig )Pivin i (i)
T, — TG,
. (xlk — xlo)f(xlk) _
= p— = f(z,).

5.1.8 Osservazioni finali sull’algoritmo di Aitken-Neville

| polinomi p;(z) coni =0, 1,..., n sono semplicemente le costanti f(zo), f(z1), ... f(z,); Ci0&:

pi(z) = f(z), 1=0,1,...,n
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Analogamente

(zi41 — »)pi(2) + (2 — @) piy1(2)

pn’+1($) - Tip1l — I
(1 (]

per:=0,1,...,n— 1.

Y

La formula di interpolazione dell’algoritmo di Aitken-Neville puo essere utilizzata in modo effi-
ciente per calcolare il valore del polinomio interpolatore in un punto generico z come segue:

1. Peri=0,1,...,nsipone p;(z) = f(z).
2. Perk=1,2,...,nsicalcola

(@ Per:=0,1,...,n—k

Piivk(T) =

(Zigr — Z)pirivk—1(ZT) + (T — ) pit1..i+k(Z)
Tivk — '

3. po1...(%) restituisce il valore del polinomio interpolatore calcolato in z.

Tabella 5.2: Schema grafico del procedimento di Aitken-Neville

Po

P1 < " ™ Po12
™~ P12 <

P2 ~ ™~ P123

Prn—1 > - /pn—Qn—ln

Pn

P12..n—1n

5.1.9 Errore di interpolazione

Definizione 64. Data la funzione f(z) ed il polinomio p(z) interpolante gli » + 1 nodi
(2, f;) peri=0,1,...n, definlamo come errore di interpolazione nel punto z la differenza
(in valore assoluto) tra il valore calcolato con la funzione ed il valore calcolato con il

polinomio
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Osservazione 57. Laccuratezza di ogni procedimento di interpolazione segue da una
stima dell’errore di interpolazione.

Teorema 80 (dell’errore di interpolazione). Sia f € C™*'[a, b] e p(z) il suo polinomio in-

terpolatore negli n+1 punti distinti zo, 21, ..., z,. Alloraper ogni z esisteunn € I(z, zo, . . ., ,)
tale che:
B _ S ()
E(r)—f($)—p( )_ (n+1)' wn+1(x)7 (55)
dove I(z; o, . .., z,) & il minimo intervallo contenente i punti z, zo,...,z,
I(z,20,...,2,) = (min{z, 20, ..., 2, }, max{z, 2o, ..., 2, }), e

i1 (2) = (2= 20) (2 — 1) -+ (2 — ).
Dimostrazione. Osserviamo che
FE(z;) = f(z) — p(z) =0, i=0,1,...,n
Quindi potremmo scrivere
E(z) = e(2)wnt ().
Consideriamo la seguente funzione
G(z2) = f(2) = p(2) — e(B)wns1(2), (5.6)

dove con G(z; z) intendiamo una funzione in z che dipende da un parametro z. Owvia-
mente per questa funzione abbiamo

G(xh $) = f(xz) - p(xz) —€($) wn+1($i) = 07 i = 07 17 N (]
=0 =0
G(z;z) = f(z) — p(2) — e(z)wnt1(z) = 0, per costruzione

quindi G(z; z) si annulla in » + 2 punti. Grazie al teorema di Rolle’ la sua derivata pri-
ma (si calcola in z perché z € solo un parametro) si annulla in » + 1 punti. Ripeten-
do il ragionamento per le derivate successive otteniamo che esiste almeno un punto
n € I(z; 29, ..., z,) per cuivale

G(”"H)(n; z)=0.

"Michel Rolle 1652-1719
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Ricordiamo che p("*1) = 0, essendo un polinomio di grado n, e che vale w{" " (2) =
(n+ 1)!, per cui si ottiene

0=G (m;2) = FOH) () — e(z)(n + 1)1,

e quindi
(n+1)
ew) = L ().
(n+ 1)!
che sostituito nella (5.6) produce I'espressione (5.5). ]

Con il teorema precedente si puo dare immediatamente una stima dell’errore se si conosce una
stima della derivata (n 4+ 1) —esima come segue

F ()

W lwnt1(2)].

[f(z) = p(x)l < sup
n€l(z;zg,....zn)
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5.2 Equazioni Normali e Minimi Quadrati

5.2.1 Equazioni Normali

Sia data la matrice A € IK™*" conm > n e supponiamo che R {A} = n, cioé che A siadi rango
massimo. Dalle considerazioni sul teorema di Rouché-Capelli, segue che il problema Ax = b é
sovra-determinato, quindi non ammette soluzione. Se moltiplichiamo a sinistra per A7, si ottiene

ATAx = ATh.
Che cosa sappiamo dire su questo nuovo problema? Osserviamo che la matrice prodotto A7 A &
simmetrica (ovvio) e definita positiva:
y"ATAy = (Ay) Ay = [|Ay], > 0
|[Ayl, =0=Ay=0=y=0 [A ha rango massimo]
Poiché AT A & SPD, & non-singolare, quindi A” Ax = b ammette una ed una sola soluzione x.

Questa “buona” proprieta ci porta ad introdurre la seguente definizione.

Definizione 65. Data una matrice rettangolare A € K™*™ di rango massimo con m > n,
indicheremo il sistema lineare di equazioni della forma ATAx = ATb col termine di
equazioni normali.

Osservazione 58. Le equazioni normali si presentano in modo naturale nel problema di
approssimazione ai Minimi Quadrati.

5.2.2 Minimi Quadrati

Consideriamo il seguente problema di approssimazione:

Problema
Trovare la retta che passa al meglio per gli » punti del piano che supponiamo distinti®

Kl Iy
P1= ,  Pn= :
Y1 Yn

8Si noti che in questa sezione consideriamo n punti numerati partendo da 1 e non, come nella sezione dedicata
all’interpolazione polinomiale, (n + 1) punti numerati partendo da 0.
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Osservazione 59. Dalla geometria analitica nel piano sappiamo che

e pern = 1, si ha un solo punto assegnato sul piano cartesiano, che ¢ il centro di un
fascio formato da infinite rette;

e per n = 2 due punti assegnati, esiste una ed una sola retta che passa esattamente
per i due punti dati;

e per n > 2 piu di due punti, non esiste alcuna retta che passa esattamente per gli n
punti dati.

Dato che non esiste una retta che passa esattamente per tutti i punti assegnati, cercheremo una
retta che, come enunciato nel problema, “passi al meglio”, qualcosa tipo cio che € mostrato in
figura 5.2.2

y
(Xn,axp+ b)
\ . ymax+b
Yn ® e
@ +b-y,
Vs g
Ys .
Y, L]
A °
Xy X5 X3 % Xn X

Figura 5.1: Retta ai minimi quadrati.

Che cosa significa matematicamente trovare la retta che passa al meglio?

Prendiamo una retta generica della forma y(z) = az + b, con « e b coefficienti parametrici da
determinare. Se consideriamo per il generico punto 7 assegnato (z;, y;) il valore assunto dalla
retta y(z;) = ax; + b # y; come approssimazione del valore nodale y; commettiamo I’errore

ei(a,b) = y(z;) — yi = az; + b — y;.
Formiamo il vettore degli errori

eT(a7 b) = (e1, €q,..., en)T,
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e scegliamo (a, b) in modo che la norma ||-||, del vettore degli errori sia minima

lle(a; b)[l; < lle(e, B)llp, V(e B)

Rimane ora solo da specificare come si calcolano i parametri («, b) che minimizzano gli errori. A
tale scopo, introduciamo la funzione E(a, b)

E(a,b) = ||e(a, b)]l,” Z|€z = lam+b—yl,
=1

a € b sono un punto di minimo della funzione F(a, b) e sappiamo che in un punto di minimo il
gradiente si annulla, cioé imponiamo la condizione di annullamento delle derivate parziali
OF(a,b) 0
da
OE(a,b)
ab

Ricordando la definizione di £(a, b)
:Zlaxi‘l’b_yilQa
i=1

calcoliamo esplicitamente le derivate parziali ed imponiamo I’annullamento

8Eab

= 22 ar; +b— y)z _2(1236 ‘|-sz$2—22%% =0,

8Eab zn:axi—l—b—yi) :2a2n:m¢—|—2nb—22n:y¢ =0.
=1 =1 =1

In forma matriciale compatta si ottiene il sistema

2
E :$z : E :xl a E i Yi
=1 =1 =1
n n
§ Z; n b E Yi
=1 =1

che ha per soluzione i coefficienti a e b richiesti. Si dice che la retta y(z) = az + b passa per gli
n punti assegnati nel senso dei minimi quadrati.
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Osservazione 60. Il procedimento dei minimi quadrati di fatto risolve un sistema lineare
di equazioni normali. Perché?

Imponiamo che tutti i punti assegnati soddisfino la generica retta y(z) = az + b

y(zm)=ar + b=y
y(z) = arg + b=y

y(z,) = ax, + b=y,

In forma matriciale compatta

x, 1 Yn

oppure introducendo la matrice A = (x, 1) partizionata per colonne

[x 1] [a] [y]

b

I

dove 1 e la colonna di tutti 1, e le altre colonne sono ovvie.

Il sistema é sovra-determinato, quindi scriviamo le equazioni normali

ATA [a] B le] [x 1] [a] B AT [y] B lXT ly]

3

b 1T b 1T

da cui si ricava

Calcolando esplicitamente i termini x'x, x71, 17x, 171, xTy e 1y, si riottiene il sistema
dei minimi quadrati:

2
E :rz : E :xl a § i Yi
=1 =1 =1
n n
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Conclusione: il procedimento di minimizzazione dell’errore quadratico (minimi quadrati)
per le rette ed il procedimento di risoluzione delle equazioni normali sul sistema ottenuto
imponendo il passaggio di una retta generica per tutti i punti assegnati coincidono.

Esempio 38. Trovare la retta che approssima nel senso dei minimi quadrati i seguenti
punti: (-4, -9), (-3,-2), (-1,-7), (1,2).

da 4 B — —9 —4 1 la] —9

-3 = -9 -3 1 -2
a + f 7 N sl _ 7
—a + o= -7 —1 1 —7
a + B = 42 +1 1 +2

da cui segue sistema delle equazioni normali con soluzioni a e

9

_ 2
27 —77[a 451 a = t5
o , =

5.2.3 Generalizzazione al caso polinomiale

Il procedimento algebrico che porta alla risoluzione di un problema di approssimazione ai minimi
guadrati attraverso le equazioni normali si generalizza facilmente al caso in cui le funzioni non
siano rette e dipendano da un numero di parametri eventualmente superiore a due. Praticamente
si procede come nel caso delle rette, imponendo il passaggio per i punti assegnati, ed ottenendo
un sistema sovra-determinato nei parametri che si risolve con la tecnica delle equazioni normali.
Nella presente sezione approfondiremo questo argomento discutendo il caso polinomiale.

Supponiamo di voler approssimare n punti assegnati nel piano con un polinomio di grado m
gr)=a+ az+ -+ a,z™,

invece che con una retta come nel caso precedente. Dato che un polinomio di grado m ha m + 1
gradi di liberta, deve ovviamente essere m + 1 < n, affinché il problema sia sovradeterminato °.
Ripetendo le argomentazioni della sezione precedente, dobbiamo determinare i coefficienti a; con

®Altrimenti?
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1 =0,1,...,m in modo tale che gli errori siano minimizzati. Introduciamo la funzione “errore
quadratico”, che indicheremo col simbolo F(ag, a1, ..., a,,), attraverso la seguente relazione

n

E(ag, a1,...,a0) = > _|ag+ a1z + -+ 2™ — y;]

=1

2

Diremo che g(z) = ap + a1z + - -+ + a,,z™ approssima “al meglio” i dati assegnati, o che il
polinomio ¢(z) passa per i punti dati nel piano nel senso dei minimi quadrati se i coefficienti a;
per:=0,1,..., m minimizzano la funzione errore, cioé si ha

Flag, a1, ..., a,) < Elag, a1, ..., 0m), V (g, 01,y i)

Quindi ag, a1,..., a, sono un punto di minimo della funzione errore quadratico £(...). Poiché
in un punto di minimo il gradiente si annulla, imponiamo la condizione di annullamento delle
derivate parziali

OF(ag, ay, ..., an) 0
8(10 -
OF(ag, a1, ..., )
=0
8(11 . (57)
OF(ag, ay, ..., ap) 0
da,, -

Dato che

n

8E((lo7(117---7am) — 2naO—|—2(llzxi+".+2amZ$Zm_22%
=1

dag i=1 i=1
oF ey Oy " " " "
(ao’(g’ 1) ayS a2 SR 20, 3 a2
@ i=1 i=1 i=1 i=1
JE(ag, ay, ..., ay) - -

Gam = 2&02$2m+2012x2m+1+...+2(lm;mi2m_2;$ijyi
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si ottiene per sostituzione in (5.7) il seguente sistema lineare

K > I ap > ui
=1 =1 =1
: 2 : 1
Sao Y St | || L
=1 i=1 =1 =1
............................................................................................ =[] L (5.8)
+1 2
Sar Y St | an | [ e
=1 =1 =1 =1
Osserviamo che definendo la matrice M e il vettore b come segue
n . .
+ . .
Mi+1j+1:Z$]Zg ]7 1,7=0,1,...,m
k=1

n
b¢+1zzxiyk, 1=0,1,...,m
k=1

il sistema (5.8) si puo scrivere come Ma = b. Se introduciamo la matrice V € R("+1)*" definita

come

Xy ol 9 e Tp

2 2 2 2
DR :L‘n

m m m m
LTy T Iy T Iy

la matrice M del sistema (5.8) si scrive semplicemente come V7'V Per la proprieta dei ranghi

delle matrici

R {VTV} =R{V} = R{M}=R{V}
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La matrice M & invertibile se e solo se ha rango massimo cioé R {M} = m+ 1, dato che abbiamo
supposto m + 1 < n. La matrice V ha rango m + 1 se e solo se esistono almeno m + 1 colonne
linearmente indipendenti. Se assumiamo che almeno m + 1 tra i punti assegnati abbiano ascisse
distinte, le rispettive colonne formano una matrice un po’ “speciale”, per I’appunto la matrice
di Vandermonde. Nella sezione dedicata all’interpolazione polinomiale e stato mostrato che la
matrice di Vandermonde & non singolare — e quindi ha rango massimo — se € costruita partendo da
nodi di interpolazione le cui ascisse sono distinte. Possiamo concludere che I’approssimazione ai
minimi quadrati nel caso polinomiale ammette una ed una sola soluzione.

Esempio 39. Con i dati riportati nella tabella 5.3

Tabella 5.3:

z[10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 |
y|15 18 30 41 56 61 60 81 100 50|

I'approssimazione ai minimi quadrati produce il seguente polinomio di grado 2

g(z) = =1.033 + 1.798z — 0.097z?,

vedi figura 5.2.
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11 11
10 o I 10
9 ;9
8 | o ;8

Figura 5.2: Approssimazione ai minimi quadrati dei dati nella tabella 5.3 con un polinomio di
secondo grado.
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6.1 Problema dell’integrazione numerica

Data una funzione f : R — R e I’intervallo chiuso e limitato [a, b] si vuole stimare numerica-
mente I’integrale

b

I(fiah) = [ fla)da

a

Si parla di stima numerica perché in realta non si sta chiedendo di calcolare il valore esatto del-
I’integrale che é definito come differenza dei valori assunti negli estremi di integrazione dalla
primitiva della funzione integranda f. Siamo infatti interessati a determinare un valore, ovvia-
mente approssimato, dell’integrale che coinvolga soltanto la conoscenza della funzione integranda
f e non della sua primitiva.

Il problema e di particolare interessa perché, pur esistendo finito I’integrale, la funzione integran-
da potrebbe non ammettere una primitiva esprimibile in maniera analitica, oppure la primitiva
potrebbe essere molto complessa da determinare e molto costosa da calcolare. Addirittura, la stes-
sa funzione integranda f potrebbe non essere nota in forma analitica, ma solo tabulata in certi
punti dell’intervallo [a, b], rendendo quindi di fatto impossibile il cercarne una primitiva.

Riprendendo una “vecchia idea” dell’integrale come di una sorta di “somma generalizzata”, cer-
cheremo di stimare il valore dell’integrale di f per mezzo di espressioni del tipo:

/b f(z)de = z”: wy f(zx)
e k=0

in cui la funzione da integrare € valutata in un certo insieme di punti z; € [a, b] e I’integrale con
una somma “pesata” con coefficienti wy opportuni.

Definizione 66. Lespressione della forma
8({mi, witizo01,..n) = > wi f ()
k=0

definita da {z;, w;};=0,1,...,» Si chiama formula di quadratura. | punti {z;};—1,...,, SONO i
nodi della formula di quadratura ed i coefficienti {w; };=o,1,..., SONO i pesi.

Ripetiamo ancora che la formula di quadratura fornisce giusto una stima e non il valore dell’inte-
grale, il che implica un errore di approssimazione, che potra in certe situazioni essere significativo.
Ci porremo dunque la questione di quanto una data formula di quadratura sia precisa nella stima



192 Integrazione numerica

dell’integrale di una funzione generica e da quali fattori sia influenzata I’accuratezza del risultato
numerico.

Per definire una formula di quadratura é necessario

e scegliere i nodi {;};=0,1,...» della formula di quadratura;

o scegliere i pesi {w; };=0,1,....» della formula di quadratura.

Quindi e ovvio che il criterio con cui si scelgono nodi e pesi & fondamentale nel caratterizzare
I’accuratezza di una formula di quadratura.

Inoltre, & ragionevole aspettarsi che la precisione del valore stimato dipenda anche dalla funzione
che stiamo cercando di integrare. In altre parole, la stessa formula di quadratura potrebbe produrre
un risultato molto accurato — o addirittura il valore esatto — dell’integrale per alcune famiglie di
funzioni e fornire un cattivo risultato in altri casi.

Questi argomenti saranno oggetto di discussione nel presente capitolo.

6.2 Strategia “interpolatoria”

(7) approssimiamo la funzione f con un polinomio interpolatore di grado n scegliendo con
un criterio da stabilire » + 1 nodi di interpolazione con ascisse distinte z; € [a, b] per

1=0,1,...,m;

(72) stimiamo I’integrale di f calcolando I’integrale del polinomio interpolante:

b

/ab f(m)dmz/ () dz.

a

Definizione 67. Le formule di quadratura costruite con la strategia interpolatoria pren-
dono il nome di formule di quadratura interpolatorie

6.2.1 Classificazione (largamente incompleta)

e Formule di Newton-Cotes : i nodi di integrazione sono scelti equidistanti nell’intervallo
[a, b]; distinguiamo tra
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— formule aperte : gli estremi « e b6 non sono compresi;
— formulechiuse: zp = ae z, = b;
e Formule Gaussiane : i nodi di integrazione sono eventualmente gli estremi dellintervallo di
integrazione pid gli zeri di polinomi appartenenti a famiglie speciali. Citiamo, per esempio,

i polinomi ortogonali che producono le formule di Gauss-Legendre, di Gauss-Lobatto, di
Gauss-Radau, ...

Nella nostra esposizione tratteremo solo il caso delle formule di Newton-Cotes.

6.2.2 Formule di Newton-Cotes

| pesi si determinano immediatamente calcolando I’integrale del polinomio interpolatore. Esami-
niamo il caso delle formule “chiuse”:

b — . .
h = a, passo di integrazione,
n
r=a+1h, 1=0,1,...,n, nodo 1,
r=a+th, t € [0, nl, generico punto z € [a, b].

Sia p,, (z) il polinomio interpolatore di Lagrange

pa(r) = f(@0) Lo(®) + f(21) Li(z) + ...+ f(@n) Ln(2),

dove gli Li(z) sono i polinomi elementari di Lagrange, definiti dalla relazione L;(z;) = 4;;.
Ricordiamo la definizione data nel capitolo sull’interpolazione,

(z—10)...(z— zi_1)(z — zip1) ... (z — z,) _ L) (x—xj)
(z; — x0) .. (x — zim1) (2 — Tig1) - (3 — z) i -z )

Li(z) =

Dato che possiamo scrivere per ogni indice i e j

v—a; = (a+1h) = (a+jh) = (t—j) b

ri—xj=(a+ih)—(a+jh)=(i—-j)h,
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si ha dalla definizione dei polinomi di Lagrange un’espressione particolare per nodi di interpola-
zione equidistanti

:Abgf(x])L]<r)dr,
_ Z $a) [ 1ste)
. ]Zi%f(%)/: j;(” (i) d,
=3 s [T (5=5)

k=0
_ ]Z;)f(x])h/()n jli[o“) (j:;) dt

definita dai nodi e dai pesi

6.2.3 Accuratezza

Definizione 68. Si chiama errore di integrazione la differenza tra il valore esatto dell'in-
tegrale ed il suo valore stimato con la formula di quadratura

b n
efiat) =1 [ f@)do= Y we f(a)
@ k=0

= |I(f;a,b) — 8({zi, witi=o,1,...n) |-
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Ovviamente &(f;a, b) pud dipendere dalla funzione f(z) e dall'intervallo di integrazione
[a, 0].

Definizione 69. Lordine di accuratezza o di precisione della formula di quadratura e
dato dal massimo grado dei polinomi che sono integrati esattamente dal metodo. Pil
correttamente diremo che una formula di quadratura

e ha ordine almeno k se integra esattamente tutti i polinomi di grado fino a k;

¢ ha ordine k se ha ordine almeno £ ed esiste almeno un polinomio di grado & + 1
che non e integrato esattamente.

6.2.4 Metodo dei Coefficienti Indeterminati

Il metodo dei Coefficienti Indeterminati permette di ricondurre il calcolo dei pesi delle formule di
guadratura, una volta stabiliti i nodi, alla risoluzione di un problema algebrico. Osserviamo che
I’integrale di un polinomio p,,(z) della forma

po(2) = ape™ + ap 12"V .z + ao

si scrive come

b b
/ po(2) dz = / (anxn + a1zt + ao) dx

b b b b
:an/ xndm—I—an_l/ " V... a1/ :Ed:U—I—ao/ 1ldz

Quindi I’integrale € esatto indipendentemente dai coefficienti ag, a1, . . ., a, Se sono esatti tutti gli
integrali della forma

b
/ ' dx, per:=0,1,...n.

L’ osservazione precedente suggerisce il seguente procedimento per la determinazione dei pesi di
una formula di quadratura, una volta scelti i nodi (non necessariamente equidistanti).

e Siapplica la formula di quadratura a tutti i monomi z*, per i = 0, 1, ..., n e si impone che
il risultato sia uguale al risultato dell’integrazione esatta.
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In questo modo si ricava un sistema nelle n+ 1 equazioniper: = 0, 1, ..., n nelle n + 1 incognite

wWo, Wy, ... Wy,

Praticamente, si deve imporre la condizione

ijsz :Eidm:T, per:=0,1,...,n,

1=0 wo+ wy + ...+ w, =b—-a
b? — a?

1=1 woTo + wix1 + ...+ wpr, = 5

. 9 9 2_b3—a3

1 =2 wory + wizy + ...+ wyz _T

] . . . bn—}-l_an—l—l

1="n WoTy + wily —|—...—|—11)navn_717_}_1

Il sistema lineare si puo riscrivere in forma matriciale compatta Vw = q dove

! 1 - 17 r b—a 7
2_ .2
xo :Cl DR :Cn b 2@
2 2 2 b —a?

V=% 4 Ty |, q= 3 ,
n n . n bn-l-l_an-}-l
L Lo 1 L | L n+1 |
nelle incognite wy, wy, . . ., wy,.

La matrice V € una matrice di Vandermonde, il cui determinante

n

‘/($07 L1y - - '7xn) = H(xz - 1‘])
i>j
e sicuramente diverso da zero se i nodi sono scelti a due a due distinti, cioé vale z; # z; peri # j.
La non singolarita della matrice V' garantisce I’esistenza di una ed una sola soluzione formata da
una n + 1-upla di pesi wg, wy, ..., w,.

Osservazione 61. La formula di quadratura cosi costruita ha ordine almeno n. Qual’é il
massimo ordine che puo avere?
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Se lasciamo liberta di scegliere sia gli » + 1 nodi (purché distinti) che gli » + 1 pesi,
abbiamo in totale 2(n + 1) gradi di liberta, per cui possiamo chiedere che il metodo dei
coefficienti indeterminati soddisfi un ugual numero di condizioni, il che ci da la possibilita
di integrare esattamente tutti i monomi fino allordine 2n + 1 1.

6.2.5 Stima dell’errore di integrazione

In questo paragrafo riportiamo per completezza I’enunciato di un teorema assai importante, che
permette di stimare I’ordine di accuratezza per le formule di Newton? -Cotes®.

Il teorema si riassume usualmente con I’affermazione che le formule di Newton-Cotes di grado
pari guadagnano un ordine di accuratezza. Per esempio, la formula di Simpson, pur essendo
costruibile come un formula interpolatoria che integra esattamente tutti i polinomi di grado fino a
due, ha in realta ordine quattro, e non tre come si potrebbe erroneamente pensare.

Questa proprieta dipende essenzialmente dal fatto che I’integrale di w,,+1 (z), che compare nell’e-
spressione dell’errore di fronte al termine »n + 1 dello sviluppo di Taylor, si annulla sull’intervallo
[a, b] per ragioni di simmetria. L’errore & dominato dal termine successivo dello sviluppo di Taylor
che coinvolge la derivata » + 2-esima.

L’enunciato del teorema mostra la forma generale dell’errore di integrazione per formule interpo-
latorie alla Newton-Cotes che interpolano esattamente polinomi di ordine fino ad » sia pari che
dispari. Ricordiamo tuttavia che nella pratica non si usano formule di Newton-Cotes con » grandi,
maggiori di 7-8, per ragioni di stabilita numerica.

La dimostrazione si puo trovare per esempio in [1].

Teorema 81. Sia &(f;a,b) = |I(f;a,b) — 8({zi, wi}ti=o0,1,..»)| I’errore di integrazione che si
ha applicando una formula di quadratura di Newton-Cotes con n + 1 nodi

S({zi, wi}i=0,1,..0) = Z wg f(zx)
k=0

per il calcolo dell’integrale della funzione f(z) su [a b]

b

I(fiah) = [ fa)da

a

! Attenzione: la numerazione degli esponenti parte da zero, essendo z° = 1 il primo monomio di ogni polinomio di
qualsiasi ordine.

%Sir Isaac Newton 1643-1727

3Roger Cotes 1682-1716
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Allora valgono i seguenti risultati:

(i) sia f € €"*2(a,b), con n pari; alloraesiste un z € (a, b) tale che

1

b
f”+2(;f)/a rwpt1(2) dz

(i) sia f € €"*1(a,b), con n dispari; allora esiste un z € (a, b) tale che

1
(n+ 1)!

£(fsa,b) = @) [ (0)da

dove wWpt1(2) = (2 —20)(z—21) - - (2 — ).
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